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Tweedegraadsfuncties 
Ll Grafieken van tweedegraadsfuncties 

2 _Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen 
1.3 Verloop en tekenonderzoek 


De cirkel 

2.1 Lijnen en afstanden in cirkels 
Hoeken in cirkels 
Regelmatige veelhoeken en cir 


De leermap NIEUWE DELTA-T 4A / LEERPLAN A-B is bestemd voor alle leerlingen uit het vierde 
jaar van de TSO-studierichtingen en de KSO-studierichtingen die leerplan a of b volgen voor vier 
of vijf wekelijkse lestijden. 


Opbouw van de leermappen Nieuwe Delta-T 


Elk hoofdstuk is onderverdeeld in genummerde paragrafen en elke paragraaf bestaat uit een 
aantal leeritems. Elk leeritem wordt ingeleid met een passende instapopdracht. 


hoofdstuk «…— —— 


paragraaf — — 2.2 Hoeken in cirkels 


leeritem «—— D Middelpuntshoek 
instapopdracht <— — 1 me 


Bepaal zonder meten de hoek @ tusen de grote en de kleine wijzer van het uurwerk. 
2 : « : 
a- a- a ue 


leerinhoud «—— | migdelpuntshoeken In een cirkel 


kem deel van een cirkel begrensd dae twee punters van de cirkel noemen we cen Crbelboog 
De kleinste bog tussen A en A noteren we met AEL 

De grootste beng tumen An B noteren we met APR. Het punt Pis oen willekeurig put van de 
boog 


Fam hoek die het middelpunt van ven cire al hoekpunt heelt noemer we een middelpuntshoek. 
De benen van de ruichdetgeentahoek A anijden de carerd mn de grant Aen B 


LZ X ; x 
Elk hoofdstuk begint met een inhoudstafel die aanwijst op welke pagina elk leeritem staat. 


In elk leeritem wordt de theorie compact uitgelegd en toegepast op concrete voorbeelden. 


De soort leerinhoud is herkenbaar aan de achtergrondkleur. 


Kennis en rekenregels om de opdrachten te kunnen uitvoeren. 


Doelgericht gebruik van de grafische rekenmachines TEXAS INSTRUMENTS en CASIO. 


Vaardigheden om vlot te kunnen meten, schetsen en tekenen. 


Extra leerinhouden om uitbreidingsdoelstellingen te realiseren. 


Inleiding 


Didactisch gerangschikte opdrachten zorgen voor een systematische verwerking van de 
leerinhouden. 


Instap) Leeritems worden ingeleid met probleemstellingen uit de praktijk. 


De moeilijkheidsgraad van de opdrachten is aangegeven met gekleurde vierkantjes. 
De letters A en B verwijzen naar de leerplannen. 


al Eenvoudige opdrachten 


Aj Opdrachten met een bijkomende moeilijkheidsgraad 


Aj Le) Opdrachten met een hogere moeilijkheidsgraad 


Oefenopdrachten op de uitbreidingsleerstof worden aangegeven met een schaduwvlakje. 


Elke paragraaf wordt afgesloten met Uitdagingen en Vraag & antwoord. 


De Uitdagingen laten voldoende ruimte voor begeleid zelfstandig leren of zelfstandig leren en 
helpen de verschillen in studietempo opvangen. 


| ad Uitdagingen 


€ net punt ar is net middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
A80), B(-3, 3) en C{2, 0). Bereken de middelpuntshoek AMB op 0,01° nauwkeurig. 


In Vraag & antwoord wordt een terugblik op de leerinhouden aangeboden. 
5 


€D var is een nutwaarde van cen functie? 
Elk origineel x waarvoor de functiewaarde f(x) nul is. 


Vraag & antwoord 


€ noe herkennen we de nulwaarden van een functie op de grafiek? 
De nulwaarden zijn de x-coördinaten van de snijpunten van de grafiek met de x-as. 


Het trefwoordenregister geeft aan op welke pagina we de nodige informatie kunnen terugvinden. 


KAN Trefwoordenregister 


B avetormule 75 


Algemene vergelijking van een cirkel 246 
Apothema 151-157 - 219 
Apothema van een regelmatige veelhoek 219 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


1a | Grafieken van tweedegraadsfuncties 


DP Kwadratische verbanden voorstellen 


1 a 


Tijdens een voetbalwedstrijd probeert een speler de doelman van de tegenpartij te verschalken 
met een lobbal. 


De hoogte van de getrapte bal kunnen we berekenen met de formule: 
h=-—0,ls’+1,6s h: hoogte in m s: horizontale afstand in m 
De formule beschrijft een functie omdat we voor elke horizontale afstand van de getrapte bal 


slechts één bijbehorende hoogte kunnen berekenen. De grafiek geeft in één oogopslag een 
totaalbeeld van de lob. 


01 4 3 12 16 
horizontale afstand s (m) 


1 Hoe ver vliegt de getrapte bal? 
2 Na hoeveel meter bereikt de bal zijn maximale hoogte? 
3 Teken de symmetrieas van de grafiek. 


4 Geef een vergelijking van de symmetrieas. 
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5 In de tabel staat de hoogte van de bal voor enkele horizontale afstanden. Vul de toename en 
het verschil in toename van de hoogte in. 


toename: +4 +4 +4 +4 
horizontale afstand s (m) | 0 4 8 12 16 
hoogte / (m) | 0 4,8 6,4 4,8 0 
toename: 

Lt Ht 


verschil in toename: 


6 Behoort bij een gelijke toename van de afstand een gelijke toename van de hoogte? 


7 Behoort bij een gelijke toename van de afstand eenzelfde verschil in toename van de hoogte? 


8 Hoe noemen we de grafiek van deze functie? 


9 Maakt een voetballer met deze lob een doelpunt als hij de bal trapt vanaf 14 m voor het 2,4 m 
hoge doel van de tegenstrever? 


Tweedegraadsfuncties 


Een tweedegraadsfunctie of een kwadratische functie herkennen we als volgt: 


« het functievoorschrift is te schrijven in de vorm f(x) = ax? + bx+c met a #0; 

«in de tabel behoort bij elke gelijke toename van een origineel een gelijk verschil in toename 
van de functiewaarde; 

«de grafiek is een parabool. 


Voorschriften van tweedegraadsfuncties zijn ook te schrijven in de vorm y= ax + bx+ c met a #0. 


De formulenotatie y= ax + bx+c van deze functie noemen we een vergelijking van de parabool p. 


We noteren: p©>y=ar+bx+c 
Welezen: _ de parabool p met vergelijking y=ax’+bx+c 


Eee) Tweedegraadsfuncties 


Voorbeeld 
We onderzoeken de tweedegraadsfunctie f(x) =x* — 6x +5. 


Het functievoorschrift is van de vorm f(x) =ax* +bx+cmeta=1,b=—6enc=5. 


toename: +1 +1 dd +1 
If 
ales 1 2 3 4 
fl) | 5 0 —3 —4 ij) 
Il 
toename: 5) 3 =l +1 
Ed 
ESES ES 
verschilintoename: _ +2 +2 +2 


We stellen vast dat bij een gelijke toename 1 van het origineel x, het verschil in toename van de 
functiewaarde f(x) gelijk is aan 2. 


De grafiek is een parabool. 
« De rechte s > x= 3 noemen we de symmetrieas van de parabool. 
«_Het snijpunt 7(3, 4) van de symmetrieas met de parabool noemen we de top van de parabool. 


Ge 


Vink elk voorschrift van een tweedegraadsfunctie aan. 


1 y= +31 7 r=-&-1 
2 y=5xt7 8 v=3w-5 
3 y= 9 h=5t(t-2) 
4 y= +5) 1o V=z 

3 
5 y=(x-3)} u SE 
6 y=(x-1I)(x+2) 12 k=p*-p 


da 
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Vink elke tabel aan die behoort bij een tweedegraadsfunctie. 


+1 +1 +1 +1 


3 4 5 6 


+10 +10 +10 +10 
| OK 


n_|-30 -—20 —10 0 10 


a 


Lt 


fu) |-895 —395 -95 5 -95 
EN OE ON) NN 


Lt 


Vink de vergelijking van de parabool aan die door de oorsprong gaat. 


y= +2 


yet 


sd 


y= xt 


y=-lk-2}  y=lttI)(2-2) 


De grafieken lijken op parabolen, maar zijn ze het ook? 


Ed 
6 


Ee) Tweedegraadsfuncties 


1 Onderzoek het verband tussen x en y met de tabel. 


1 


x|o 1 2 3 xl o 1 3 
En zl 
L + + L + L L + 
| _:, mn, 
2 Welke grafiek is een parabool? Zet een vinkje bij de grafiek. 
6 a a 
Teken de symmetrieas en de top. 
Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 
F ER 2 7 
| | 
Ì x 
| | 
[ ol x 
BE | 
m | En E 
Í | | | 
| | 
symmetrieas: s > … symmetrieas: s > … 
tops Aeneis) top: T( . ) 
7 4 T Y 1 
PL | 
hi | | 
| | 
ENE: : | 
| | | 
| [ 
| Ì 
| | 
| 
symmetrieas: s > symmetrieas: s > 
tops Dj aac) HOps Targa) 


de 
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Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 


4 
1 S)=grt-Artd 


2 fo)=-—x-xt3 


1 
2 


symmetrieas: s > 


top: T(……, ) 


sa 


symmetrieas: s > 


top: 7( ‚ 


Bereken zonder ICT de functiewaarden. 


1) =3X HEX f£(2)= 
{3)= 
2 fls)=s"-4 J3)= 
J2)= 
3 fl)=t?+5t—7 f2)= 
S= 
4 flg)=q"+at1 J5)= 
A5)= 


A 


Vink de parabolen aan met vergelijking y= ax? +bx+cenc<0. 


) 


id 


eet EE EN 


ke 2 hen} 


| 
| 

URE: H Kdl 
| 


Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


10 (A) B) 


Bereken met ICT de functiewaarden. Rond af op 2 decimalen. 


1 flr)=2r?-3r+5 f(0,23) = … en Áä en 

2 fo)" + 3x fU25)= /3}- 

3 fon)=2m*+m-3 A-LG)= Ái} nn 
4 AD A(0,7)= {4} Re 


11 Aj B) 


Manneken Pis is een bezienswaardigheid in Brussel. Zelfvoldaan en glimlachend laat hij een 
waterstraal kletteren op de kasseien. Het kwadratisch verband tussen de horizontaal afgelegde 
weg van de waterstraal en de hoogte kunnen we uitdrukken met de formule: 


h=04s"+3 h: hoogte in m s: horizontale afstand in m 
1 Vul de tabel in en teken de grafiek. 


horizontale afstand s (m) 0 0,5 1 15 2 2,5 


hoogte / (m) 


hoogte /# (m) 


3 


o es 
0 1 2 3 
horizontale afstand s (m) 


2 Vanaf welke hoogte vertrekt de plasstraal? 


3 Hoe noemen we de grafiek van deze functie? … neen 
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De New River Gorge Bridge in Virginia, Verenigde Staten, werd gebouwd in 1978 en is één van de 
langste stalen boogbruggen. Het wegdek is 924 m lang en ligt 267 m boven het wateroppervlak. 
De boog heeft een spanwijdte van 518 m. 


De stalen boog kunnen we beschrijven met de formule d = zr — Ss + 340. 


Hierin stelt d de verticale afstand voor van de boog tot het wegdek en s de horizontale afstand 
gemeten op het wegdek. 

Vul de tabel in en teken de boog van de brug over de New River. Rond af op 1 decimaal. 
horizontale afstand s (m) | 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 


verticale afstand d (m) | 


horizontale afstand s (m) 


0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 


verticale afstand d (m) 


setes  Tweedegraadsfuncties 


13 A) B) 


Bij het schoonspringen duikt een atleet van de 10 m-toren. Zijn sprong wordt met een camera 
opgenomen. Aan de hand van de beelden kunnen we zien waar de springer zich op elk tijdstip 
bevindt. De tabel beschrijft het verband tussen de tijd # en de hoogte / van de springer. 


0,2 
9,8 


tijd (6) | 0 04 0,6 0,8 


hoogte A (m) 10 


9,2 8,2 6,8 


1 Vink de formule aan die het verband beschrijft tussen de tijd en de hoogte van de springer. 
h=10—5t? 


h=-t?+10 


h=5t*—10 


2 Maak met ICT een tabel met stapgrootte 0,1 en teken de grafiek. 
hoogte / (m) 


SRR: 
HEE EE 


0 EE 


© 
HEHE 
EH 
EE 
EEE 


8 5 

7 HEEE HEHE 
CHEER EHEER 

6 Ë E 


a 
En 
H 
an 
Ein 


EH 


HE EE HH 

EE 5 

EE 
HEERE 


OS 


ED 


HE ii 5 HEEE EEE HE 


EE 


0 Ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1 Ll 12 13 14 
tijd £(S) 


3 Hoe stellen we op de grafiek vast dat de snelheid van de springer toeneemt naarmate hij het 


wateroppervlak nadert? … … 


4 Hoelang duurt de sprong? Bereken de tijd op 0,01 seconde nauwkeurig. 
Aanwijzing: maak met ICT een tabel en verklein meermaals de stapgrootte. 
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14 [Aj {B} 


Het verbrandingsproces van één van de kaarsen A, B, C, D of E verloopt volgens de formule 
h=20 —0,2t* waarin t de tijd in uren voorstelt en Z de hoogte van de kaars in cm. 


ASter 


1 Vulde tabel in en teken de grafiek. 


tijd (h) | 0 2 4 6 8 10 
hoogte A (cm) | 

hoogte J (cm) 

LL 

20 + II 

10 

14 + an 

ob : 

LR | 1 

tijd £(h) 


2 Welke kaars vertoont het verbrandingsproces? 


3 Is de kaars na 7 uur al voor de helft opgebrand? 


Ĳ 


Eee) Tweedegraadsfuncties 


D Functies f(x) = ax? 


15 aa) 
In de Deltastraat wonen twee families met zeer uiteenlopende karaktertrekken. De familie 


Dalmans is uitbundig. De buurt beschouwt hen als echte optimisten. De familie Bergmans 


daarentegen is pessimistisch van aard. 
Van bij de geboorte is deze karaktertrek te zien aan de vorm van hun mond. Hoe ouder ze zijn, 


hoe zichtbaarder dit kenmerk wordt. 


De volgende parabolen zijn grafieken die behoren tot de “familie” tweedegraadsfuncties van de 
vorm f(x) = ax? De parabolen typeren enkele leden van de twee families. 


Thomas _ _flx)=0,lx? Laura 


Amber _flx)=0,5x? 
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Wat is de symmetrieas van elke parabool? 

Wat is de top van elke parabool? 

Wie maakt deel uit van de familie Dalmans? 

Welk teken heeft de coëfficiënt a in elk bijbehorend functievoorschrift? 
Wie maakt deel uit van de familie Bergmans? … 

Welk teken heeft de coëfficiënt a in elk bijbehorend functievoorschrift? 


Wie is de jongste Bergmans? 
Hoe verandert de absolute waarde van de coëfficiënt a als de opening van de mond breder 


wordt? 


Wie is van de beide families de oudste? 
Hoe verandert de absolute waarde van de coëfficiënt a als de opening van de mond smaller 


wordt? 


Welke personen zijn even oud? 


Dalparabolen en bergparabolen 


We onderzoeken de familie grafieken met voorschrift f(x) =ax* voor verschillende waarden van a. 


We stellen vast dat elke grafiek een parabool is met de y-as als symmetrieas en de oorsprong als top. 


Het teken van a bepaalt de vorm van de parabool. 


« Als a>0, danis de top het laagste punt van de grafiek. 
Deze grafiek noemen we een dalparabool. 


* Als a <0, dan is de top het hoogste punt van de grafiek. 
Deze grafiek noemen we een bergparabool. 


20 


Eee) Tweedegraadsfuncties 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie f(x) =—1,5x*. 


De absolute waarde van a bepaalt de steilheid of de opening van de parabool. 
«_Als [al toeneemt, dan wordt de parabool steiler en de opening smaller. 


«_Als [al afneemt, dan wordt de parabool minder steil en de opening breder. 


Het voorschrift is van de vorm f(x) = ax? met a=—1,5. 
«De grafiek is een bergparabool omdat a <0. I 1 
«_De symmetrieas s en de top 7 zijn: T 
sx=0 symmetrieas: y-as | 1 
T(0,0) top: oorsprong 
Î L5t- 
Le _ Ln Fl ne | VEE El 


16 (A) B 


Onderzoek of de grafiek een bergparabool of dalparabool is. 


1 _De grafiek van f(x) =5x* is een parabool omdat 
symmetrieas: s > top: 7( 
2 De grafiek van f(x) =—x* is een …… parabool omdat 
symmetrieas: s > top: 7( ‚ 
2x. 
3 De grafiek van f(x) = == iseen parabool omdat 
symmetrieas: s > … . top: 7, 


17 (A) B) 


functievoorschriften in de vakjes. 


Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 


Rangschik de grafieken van de functies volgens hun steilheid. Schrijf de nummers van de 


1, 

1 f)=-2x° 2 fl) =-3x? 3 S= 

4 fl) =4 lx? 5 fw)=5x° 6 fa)=x° 
SMALLE OPENING >|_\o| |ol (ol |ol |s\ | BREDE OPENING 
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18 


Schrijf het nummer van elke grafiek in het vakje bij het passende functievoorschrift. 


AL A= 
Ar 
| L 5 
} | S= 
j 0 } x P) 
He) BE Pr ze OM EE 4} 
a fa) 3” 
A=? 
Í 
ES 
&\ ies 
sd 
Vink de passende ongelijkheid aan. 
ME 
| | 
| | | 
| f 0 Tt x 
[ / | | 
(EL LL 
í | | 
O<a<b O<b<a a<0<h a<b<0 b<a<0 
20 
Vink de passende ongelijkheid aan. 
TI y| vra yet 
| / 
| 
: | | ye 
0, x 
HEE 
O<a<bs<e O<e<a<h O<e<b<a a<b<e<0 e<b<a<0 


21 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


AR 


Bepaal het functievoorschrift van de parabool. 


1 y/ 
4 
Of 1 xj 
2 y/ 
1 1 
X 


1 
0, Xx 
4 „/ 
1 
o x 
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Twee miniatuurvliegtuigjes volgen tijdens het opstijgen een parabolische baan. De hoogte van elk 
vliegtuigje kunnen we beschrijven met een formule van de vorm: 


h=a:s? h: hoogte in m s: horizontale vliegafstand in m 


Na een horizontale vliegafstand van 10 m heeft het eerste vliegtuigje een hoogte van 2 m en is het 
tweede vliegtuigje 5 m hoog. 


1 Bepaal voor elk vliegtuigje een vergelijking van zijn parabolische baan. 
Vliegtuig 1 Vliegtuig 2 


2 Bepaal de hoogte van elk vliegtuigje na een horizontale vliegafstand van 5 m. 


Vliegtuig 1 Vliegtuig 2 


3 Bij welke horizontale vliegafstand is het verschil in hoogte tussen beide vliegtuigjes 
precies 12 m? 


23 
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23 (A) B) 


Voorzichtige autobestuurders proberen hun rijgedrag op een droog of op een nat wegdek aan te 
passen aan de remweg. De remweg is de afstand die een voertuig aflegt vanaf het trappen op de 
rem tot het voertuig stilstaat. We kunnen deze afstand berekenen met een formule van de vorm: 


S=ar s: remweg in m v: snelheid in km/h 


De factor a hangt af van de toestand van het wegdek. 
remweg s (m) 


100 


0 50 100 
snelheid v (km/h) 


1_Op de twee grafieken kunnen we de remweg aflezen bij droog weer en na een flinke regenbui. 
Bepaal voor elk wegdek een vergelijking van de parabool. 


Droog wegdek Nat wegdek 


2 Hoeveel korter is de remweg op een droog wegdek dan op een nat wegdek, als we aan 60 km/h 
rijden? 


3 Wat is de minimumafstand die chauffeurs in acht moeten nemen, als ze tijdens een regenbui 
op de autosnelweg aan 100 km/h rijden? 


11 - Grafieken van tweedegraadsfuncties el 


DP Functies f(x) = a(x — p)? 


zw 
De Romeinen bouwden aquaducten om water naar de steden te laten stromen. Deze bouwwerken 
bevatten ritmische rijen van bogen waarop een kanaal aangelegd werd. Een mooi voorbeeld van 
deze boogbouw is de Pont du Gard die deel uitmaakt van de 50 km lange waterleiding over de 
vallei van de Gard naar de Franse stad Nimes. Dit kunstwerk werd in de le eeuw voor Christus 


gebouwd. 


De volgende parabolen zijn grafieken die behoren tot de “familie” tweedegraadsfuncties van de 
vorm f(x) =alx— p)*. De parabolen komen overeen met vier bogen van een aquaduct. 


boog 1 boog2 boog 3 boog 4 


M= le+5)" A= A =je-5)" A= 0)" 


1 Waarom hebben deze bogen dezelfde opening? 


2 Over welke afstand moeten we boog 2 horizontaal verschuiven om boog 4 te verkrijgen? 


3 Met welke variabele a of p in het voorschrift f(x) = alx — p)° komt deze afstand overeen? 


25 
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4 Is boog 2 naar links of naar rechts verschoven als p een positief getal voorstelt? 


5 Is boog 2 naar links of naar rechts verschoven als p een negatief getal voorstelt? 


6 Wat zijn de coördinaten van de top van parabolen met voorschrift f(x) = a(x — p)°? 


Parabolen horizontaal verschuiven 


We onderzoeken de familie grafieken met voorschrift f(x) =a(x — p)* voor a= 1 en verschillende 
waarden van p. 


EEE 


We stellen vast dat elke grafiek een dalparab 
(p‚ 0) als top. 


Het teken van p bepaalt de ligging van de symmetrieas ten opzichte van de y-as. 
«Als p > 0, dan ligt de symmetrieas rechts van de y-as. 
«Als p <0, dan ligt de symmetrieas links van de y-as. 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie f(x) =2(x— 3)”. 


Het voorschrift is van de vorm f(x) =a(x—p)* met a=2enp=3. 


* De grafiek is een dalparabool omdat a >0. 


«_De symmetrieas s en de top 7 zijn: 


sex=3 seox=p 


T(3,0) T(p,0) 


11 - Grafieken van tweedegraadsfuncties | ‚lo n0i 


25 


Onderzoek of de grafiek een bergparabool of dalparabool is. 
Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 


1 De grafiek van f(x) =—3(x— 5)’ is een ……… … … parabool omdat 
symmetrieas: s <> top: 7( Biden) 
2 De grafiek van f(x) = x+ 1)’ is een parabool omdat 
symmetrieas: S > top: TC) 
2 
3 De grafiek van f(x) = ils + i) is een parabool omdat 
symmetrieas: s > top: T( 8 ) 


26 |A) 8) 


We verschuiven de parabool met vergelijking y=x* met twee eenheden naar rechts. 
Vink de vergelijking aan van de nieuwe parabool. 


y= y=(x-2)? y=(x+2)? y=x?+2 y=Xx?-2 


27 |A) 8) 


Schrijf het nummer van elke grafiek in het vakje bij het passende functievoorschrift. 


[ y 
: f=r-6)* 
$ if Ad=-e-3)" 
Ll] JW) =2Ux—6)? 
old n 
| L AD=krrd) 
m | fed drra)t 
| LN 4 
| | 
4 sl | | 6 fL)=-(x+3)* 
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28 (A) B) 


De bogen van de afgebeelde brug zijn parabolisch. Het wateroppervlak ligt 10 m onder het 
hoogste punt van elke boog. De afstand tussen twee pijlers is 18 m en elke pijler is 2 m breed. 


1 Vervolledig de figuur door de parabool driemaal naar rechts en driemaal naar links te 
verschuiven zodat opeenvolgende bogen van de brug ontstaan. 


2 Wat is het functievoorschrift van de gegeven parabool? 


3 Wat zijn de functievoorschriften van de getekende parabolen? 


Parabolen rechts van de y-as Parabolen links van de y-as 
boog 1: oenen: a boog 4: 
boog2: ee boog 5: 
boog 3: 5 5 … _boog6: 
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D- Functies f(x) = a(x — p)? + q 


2 (wl 
Een passende verlichting is belangrijk in elk interieur. Lampen verstelbaar in hoogte zijn 
praktisch en sierlijk. 


De volgende parabolen zijn grafieken die behoren tot de “familie” tweedegraadsfuncties van de 
vorm f(x) = alx—p)*+q. De parabolen komen overeen met een doorsnede van een hanglamp op 


vier verschillende hoogten. 


maximale hoogte 
fl) =UXx—4) +3 


standaardhoogte 
fe) = Ux 4) 


lage hoogte 
fl) =Ux—4)*—3 


minimale hoogte 
fla) =Ux— 4) 5 


1 Waarom hebben deze parabolen dezelfde opening? 
2 Waarom hebben deze parabolen dezelfde symmetrieas? 
3 Over welke afstand moeten we de lamp verticaal verschuiven om ze van de standaardhoogte 


naar de maximale hoogte te verplaatsen? 


29 
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4 Met welke variabele a, p of q in het voorschrift f(x) = alx — p)* + q komt deze stand overeen? 


5 Is de lamp die op standaardhoogte hangt naar onder of naar boven verschoven als q een 


positief getal voorstelt? 


6 Is de lamp die op standaardhoogte hangt naar onder of naar boven verschoven als q een 


negatief getal voorstelt? 


7 Wat zijn de coördinaten van de top van de parabolen met voorschrift f(x) = a(x — p)* + q? 


Parabolen verticaal verschuiven 


We onderzoeken de familie grafieken met voorschrift f(x) =al(x— p)*+q voor a=—1l,p=2,5 en 
verschillende waarden van g. 


’ If ar3 


We stellen vast dat elke grafiek een bergparabool is met de rechte x = p als symmetrieas en het 
punt (p‚ q) als top. 


Het teken van q bepaalt de ligging van de top ten opzichte van de x-as. 
«Als q>0, dan ligt de top boven de x-as. 
*_Alsq <0, dan ligt de top onder de x-as. 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie f(x) =—2(x+3)* +4. 
Het voorschrift is van de vorm f(x) = alx— p)*+q met a=2,p=-3eng=4. 


« _De symmetrieas s en de top 7 zijn: 
sex=-3 


T(-3,4) 


s@x=p 


T(p,q) 


« _De grafiek is een bergparabool omdat a <0. 
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Onderzoek of de grafiek een bergparabool of dalparabool is. 
Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 


1 De grafiek van f(x) =2x+3)* +5 is een 
symmetrieas: s —> 

2 De grafiek van f(x) = ze —2)’+3iseen 
symmetrieas: s —> 

3 De grafiek van f(x) =(x— 1)*—5 is een 
symmetrieas: s > 

4 De grafiek van f(x) =3x° +7 is een 


symmetrieas: s —> 


31 (Alle) 


Vink de juiste uitspraak aan. 


De grafiek van de functie f(x) = (x— 3)? — 4 verkrijgen we door de grafiek van f(x) =x* te 


verschuiven met 


parabool omdat 
top: 7( . ) 
parabool omdat 
top: 7( ‚ ) 
parabool omdat 
top: 7( ‚ ) 
parabool omdat 


top: 7( . ) 


1 3 eenheden naar rechts en 4 eenheden naar boven. 


2 3 eenheden naar links en 4 eenheden naar boven. 


3 eenheden naar links en 4 eenheden naar onder. 


u 


EN 


3 eenheden naar rechts en 4 eenheden naar onder. 


5 4 eenheden naar rechts en 3 eenheden naar onder. 


6 4 eenheden naar links en 3 eenheden naar onder. 
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32 (A) B) 


Vink de vergelijking van de dalparabool aan met top 7(10, 10). 


y=(x+10)?+10 y=(x+10)?—10 y=(x-—10)?+10 


y={x-—10)?+10 y=(x—10)?—10 


33 (Aj B) 


Vink de vergelijking van de parabool aan. 


1 1 
=-—(x-2)°+3 =-(X+3)°-2 
yezle-2) y=) 


1 1 
=-—(x-3)?+2 =-(£-3)?+2 
y=3@-3) y=) 


34 
Gegeven is een tweedegraadsfunctie f. 


1 Als we de grafiek van fmet 5 eenheden naar links verschuiven, verkrijgen we de grafiek van een 
tweedegraadsfunctie g. 


Vink het juiste verband aan tussen fen g. 


g@mefk-5) |] gD=fa+5) 8) =f) 5 8) =f)+5 


2 Als we de grafiek van fmet 5 eenheden naar onder verschuiven, verkrijgen we de grafiek van 
een tweedegraadsfunctie g. 


Vink het juiste verband aan tussen fen g. 


g@)=flx-5) m g@)=flx+5) gg) =fl@)—5 g(x) =fl@) +5 
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Schrijf het nummer van elke grafiek in het vakje bij het passende functievoorschrift. 


M \ | 

ORE Je AD) = Ex 4)2-3 
tE dd jd n 

NL L [| 

f Tí fa) =(x+5)?—7 
\ Ti 

[ Ì | || 

Í î fa)=-(x+5)?+7 
| 5 á Ol 1 4 | x 

LE } \ / JL) =Ur+5)°—7 
4 Lat 

k | fa)=-(x-4)P-3 
| „| amen 

rl | mir ND 0"47 


36 laf val 
Schets de grafieken van de functies f(x) = alx — p)* + q als de variabelen a, p en q voldoen aan de 
gegeven voorwaarden. 
a>0 p=0 p>0 p<0 
En It 1 
q=0 oi oi oi 
1 1 1 
a>0 oi oi oi 
1 1 1 
g<0 dj oi omt 
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37 (A) B) 


De parabolen in de vakjes 1 tot en met 8 zijn ontstaan door de parabool met voorschrift 


3 En 
fa) ge te verschuiven evenwijdig met de assen van het assenstelsel. 


4 M 3 B 2 J 
1 L 
Of 1 x Ol 1 x Ol 1 ze 


5 1 Mi 
L 
Of 1 x 
7 y 8 % 
8 1 
x x A1 x 


Bepaal de functievoorschriften van de verschoven parabolen. 


1 fw) = 5 fd)= 
2 /w)= 6 fw)= 
3 f)= , " " 7 f@)= 
4 f@)= nn mn 8 GS 
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38 4 a) 
De tweedegraadsfuncties met grafieken p‚‚ p, en p‚ beschrijven overspanningen van bruggen: 


1 3 1 1 
6 hhm Mua x= +1 h)=— +1 
f)= nt sE Oz 


Ds oJ 1 | El 


LO 


Schrijf in elk vakje de naam van de bijbehorende parabool. 


- 
ie 


L 8 h 


5 da 
In welk kwadrant zijn er geen punten te vinden van de grafiek van f(x) = (2 —x)*— 1? 
(A) eerste (B) tweede (C) derde (D) vierde 


(E) geen van de vorige vier want er zijn punten in elk kwadrant 


Controleer met ICT. 


ode 
Op welke figuur is een deel van de grafiek van y= (10 —x)*+ 10 te zien? 
Merk op: « staat telkens voor het punt (10, 10). 


M ’/ Ml ’/ ”/ 


(A) (B) (C) (D) (E) 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Controleer met ICT. 
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41 (ALB) 


Tijdens een tennisles moeten spelers de lob inoefenen. De spelers stellen zich op aan de 
linkerkant van het net. Bij hun eerste poging voldoen de banen van de gespeelde ballen aan de 
volgende functievoorschriften. De y-as is een verticale tussen de twee paaltjes waaraan het net is 
bevestigd. 


Arne D= Lr 2)?+5 Dorien ft 1)?+4 
36 25 
3 7 , 
Bert _ f@)=-s-Ĳ+6 Eef S=) 7 
4, 3 7 
Carl f=grt4 Femke =D +3 


1 Wie lobt de bal het hoogst? 
2 Welke spelers lobben de bal even hoog? 


3 Wie slaat de bal zodat hij zijn hoogste punt bereikt aan de andere kant van het net? 


4 Wie slaat de bal zodat hij zijn hoogste punt bereikt juist boven het net? 


5 Wie slaat de bal het steilst op? 
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42 LB Opdracht voor duo's 


Kies een tegenstander. Voer elk afzonderlijk het voorschrift y= a(x— p)° +q in. Ken een getal toe 
aan de coëfficiënten a, p en q. Maak daarbij een keuze uit de gehele getallen —3 tot en met 3. 


Kies voor a een getal verschillend van nul. 


Wis het rekenscherm en teken de grafiek. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Ploti Plot2 Plots 2A 
2 
-3>P 
“3 
120 
1 
Ll 
Zen 3 \/ 
-33P 
-q 
120 
1 
Lil 


Verwissel de rekenmachines en probeer zonder spieken de getallen a, p en q van het ingevoerde 


functievoorschrift te ontdekken. Hierbij mag enkel gebruik gemaakt worden van de toets TRACE, 


Voer ter controle de oplossing in achter de functievariabele Y2 en kijk of de grafiek van het 


ontdekte voorschrift samenvalt met de gegeven grafiek. 
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DP Functies f(x) = ax? + bx + c 


43 Instap) 


De formules voor symmetrieas s > x= p en top 7(p. q) gelden voor tweedegraadsfuncties van de 
vorm f(x) =a(x— p)* + q. We kunnen deze formules niet toepasssen op tweedegraadsfuncties van 
de vorm f(x) = ax? + bx + c. Daarom herleiden we het functievoorschrift f(x) =a(x— p)° + q naar 
de vorm f(x) =ax® +bx+c. 


1_Werk in het functievoorschift f(x) = a(x — p)* + q het merkwaardig product (x— p)* uit. 

2 Werk de haakjes weg. 

3 Wat moeten we gelijkstellen aan ben c om het voorschrift f(x) =ax?* + bx + c te verkrijgen? 
4 Bereken p in functie van a en b. 


5 Met welke formule kunnen we een voorschrift van de symmetrieas van de grafiek met 
voorschrift f(x) =ax® + bx + c opstellen? 


6 Wat is de x-coördinaat van de top? 


7 Hoe kunnen we de y-coördinaat van de top berekenen als we de x-coördinaat en het 
functievoorschrift kennen? 


8 Bereken de coördinaten van de top van de parabool met voorschrift f(x) = 2x — 4x + 1. 


9 Is deze parabool een dalparabool of een bergparabool? 
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Formules voor symmetrieas en top 


De grafiek van f(x) = ax? + bx+ c met a > 0 is een dalparabool en met a < 0 een bergparabool. 
De vergelijking van de symmetrieas s en de coördinaten van de top 7 zijn: 


zal (Ea) 
2a 2a 2a 


Bij het tekenen van parabolen kunnen we gebruik maken van symmetrische punten. 


Voorbeeld 

We tekenen de grafiek van de functie flx)=—x?® +6x—5. 

Het voorschrift is van de vorm f(x) =ax? +bx+cmeta=-1l,b=6enc=—5. 
« _De grafiek is een bergparabool omdat a <0. 


«De symmetrieas s en de top 7 zijn: 


sox=3 scor=-b es 
2a 2a 2-(-1) 
T(3,4) (EE ) 1-2 =f(3)=-3°+6"3-5=4 


*_Symmetrische punten: 


„39 
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«dd 
Onderzoek of de grafiek een bergparabool of dalparabool is. 
Bepaal een vergelijking van de symmetrieas en de coördinaten van de top. 
1 f)= Art 4 
De parabool is een … „parabool omdat 
symmetrieas: top: 
so T( 
2 fW)=3x*—6x+2 
De parabool is een … „ parabool omdat 
symmetrieas: top: 
se T( 
3 flx)=x*+2x 
De parabool is een parabool omdat 
symmetrieas: top: 
se T( 
4 flax)=x+6x-6 
De parabool is een parabool omdat 
symmetrieas: top: 
so T( 
5 fla)=x*—4xt2 
De parabool is een parabool omdat 
symmetrieas: top: 
se T( 
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Top van een parabool bepalen 


We berekenen de coördinaten van de top van de parabool met voorschrift f(x) = -x° + 6x — 5. 


TEXAS INSTRUMENTS 


We tekenen de parabool in het standaardkijkvenster. 
m [Y=] Xx? +6x-5 [ZOOM] [6 ZStandard) 


Plott Plot2 Plott 
VIB -KE+EK-5 
Wez 
iz 
uz 
sz 
e= 


MEMORY 
ox 


2: Zoom In 
5: Zoom Out 
4: 2Decimal 
5: 2Sauare 
ZStandard 
2Tria 


De grafiek is een bergparabool. De x-coördinaat van de top (maximum) ligt tussen de grenzen 0 


en 6. 


m_[2ND][CALC] [4: maximum] 0 [ENTER] 6 [ENTER] [ENTER 


fs 
zvalue 


2: zero 

58 minimum 

Km ax i mum 
tintersect 

6: dar dx 

Pa SFC) 


iz KH ZebN-5) 


Left Bound? 


Vz“ 2e 6-5 


Ridht Bound? 


iz" Ze6-5) 


De top is het punt (3, 4). 


CASIO 


We tekenen de parabool in het standaardkijkvenster. 


m_ [MENU] (3: GRAPH) —x?+6x-—5 [EXE] [SHIFT] [V-Window 


[F3: STD] [EXE] [F6: DRAW] 
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45 
Teken met ICT de grafiek van de tweedegraadsfunctie. 
1 fa)=x +22 


symmetrische punten 


2 fa)=x*+6x+4 


symmetrische punten 


1 
3 fj tel 
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symmetrische punten 
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46 A) B) 


Teken met ICT de grafiek van de tweedegraadsfunctie in een passend assenstelsel. 


1 f)=-2° +15 symmetrische punten 


JO) eer : 


2 f)=x*—16x+71 symmetrische punten 


3 Adje 
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symmetrische punten 


45 
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47 (A) B) 


a>0 
c>0 


48 A) B) 


y= 


49 Aj B) 


y 


a>0 


c<0 


y=-1 


ya tx 


a<0 
c<0 


Vink de parabool aan die de y-as niet als symmetrieas heeft. 


1 Teken de twee pijlers en een ophangkabel van de hangbrug. 


De parabool heeft als vergelijking y=ax® + bx+c. Vink de juiste uitspraak aan. 


y= +1 


De stalen ophangkabels van een hangbrug voldoen aan de formule y= 0,008x* — 0,8x + 25 als het 
wegdek van de brug samenvalt met de x-as en een pijler met de y-as. De grootheden x en y zijn 
uitgedrukt in meter. 
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2 Wat is de afstand tussen de twee pijlers? 
3 Op hoeveel meter hangt de kabel minimaal boven het wegdek? … 


4 Hoeveel meter steekt elke pijler boven het wegdek uit? 


47 
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DP Functievoorschriften opstellen 


so me) 
In bepaalde gevallen kunnen we door twee of meer punten juist één parabool tekenen. 


Vink de juiste uitspraak aan waaraan de punten moeten voldoen. 


1 Door een punt op de x-as en een punt op de y-as kunnen we juist één parabool tekenen. 


2 Door twee punten respectievelijk gelegen op de x-as en de y-as kunnen we juist één 
parabool tekenen. 


3 Door twee punten waarvan één punt de top is, kunnen we juist één parabool tekenen. 
4 Door drie willekeurige punten kunnen we juist één parabool tekenen. 
5 Door drie niet-collineaire punten kunnen we juist één parabool tekenen. 


6 Door vier willekeurige punten kunnen we juist één parabool tekenen. 


Functievoorschrift opstellen 


Als we enkele gegevens van de grafiek van een tweedegraadsfunctie kennen, dan kunnen we het 
functievoorschrift opstellen. 
Voorbeeld 
Een parabool met top 7(-3, 1) snijdt de y-as in het punt A(0, -2). 
We bepalen a, p en q in het voorschrift f(x) =a(x—p)*+g. 
« Het punt 7(-3, 1) is de top van de parabool. 
p=-3 en q=l T(p‚q) 
«We vervangen p en q in f(x)=alx—p)°+q. 
SL) =alx-3))"+1 
fx) =alx+3)? +1 
«Het punt A(O, -2) ligt op de parabool. 
fl0)=2 
a(0+3)*+1=-2 
Qa+1=-2 


f) =a(t-p)+q 


« We berekenen a. 


Ja+l=-2 
Ja=-3 

1 
(in 

3 


A= 


«We vervangen a in het voorschrift f(x) =a(x + 3)’ +1. 


We controleren met ICT het functievoorschrift. 
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Miz1/BCHIEI Del 


Wiz1/BCHERI Del 


Merk op 


fl) =ax? + bate. 


51 (Aj\B) 


Een parabool met top 7'(2, 9) snijdt de x-as in het punt P(5, 0). Bepaal het voorschrift van de 


parabool. 


Controleer met ICT. 


Als drie niet-collineaire punten gegeven zijn, kunnen we het voorschrift opstellen met 


49 
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52 A) B) 


Een parabool met top 7(-2, —3) gaat door het punt P(2, —11). Bepaal het voorschrift van de 
parabool. 
Controleer met ICT. 


53 A) B 


Een parabool met top 7'(1, —4) gaat door de oorsprong. Bepaal het voorschrift van de parabool. 


Controleer met ICT. 
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Voorschrift van een parabool bepalen 


We bepalen het voorschrift van de parabool die door de punten (-1, 0), (1, -2) en (2, 6) gaat. 


We werken in het statistisch menu STAT en slaan de x-coördinaten en de y-coördinaten van de 
gegeven punten op in afzonderlijke lijsten. 


TEXAS INSTRUMENTS 
m_ [STAT] (1: Edie] —1 [ENTER] 1 [ENTER] 2 [ENTER] [D] 0 [ENTER] —2 [ENTER] 6 [ENTER] 


„CALC TESTS Lí 
4 0 1 
:SortA( 1 
3: SortDé ë 
deCirlist TT 
5: SetUrEditor 
Lt) = 


We bepalen het voorschrift met QuadReg uit het statistisch menu CALC. 
m [STAT] (B: CALC] (5: QuadReg) [ENTER] 


EDIT TESTS QuadReg 
1:1-Var Stats g=axètbxte 
2:2-Var Stats a=3 
5: Med-Med b="1 
4sLinReaCaxtbd c=4 
GuadRea n 

:CubicReg 

?JluartReg 


Het voorschrift is f(x) =3x* —x— 4. 


CASIO 
m [MENU] [2:STAT] —1 [EXE] 1 [EXE] 2 [EXE] [D-] 0 [EXE] —2 [EXE] 6 [EXE] 


We bepalen het voorschrift met REG x/2 uit het submenu CALC. 
m_ (F2: CALC) (F3: REG] (F3:xA2) 


MSe= 
=axitbxto 


WP res CEE EAD | ld 


Het voorschrift is f(x) =3x° —x— 4. 


Ee) Tweedegraadsfuncties 


54 A) B 


De grafiek van een tweedegraadsfunctie gaat door de punten K, L en M. Bepaal met ICT een 


voorschrift. 
1 K(-1,6) L (0,12) M(2, 12) 
2 KLI) L(3,3) M(5,-3) 
3 K(-1,4) L(0,-1) M(1,-2) 
4 K(-2,5) LC1,0) M(3,0) 
5 KCAL, 4) L(0,-2) M(3,-8) 


55 (A/B) 


Hoe een atleet door de lucht zweeft tijdens het verspringen zien we op de figuur. 


Ke 


Bepaal met de meetresultaten een voorschrift van de parabolische baan. Los op met ICT. 


horizontale afstand s (m) | 0 12 2,4 


hoogte / (m) | 0 0,5 0,8 


52 / 


di, 
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56 (AB) 


Koen is een echte tuinliefhebber. Op een zonnige dag besproeit hij zijn planten en bloemen. 
Bepaal een voorschrift van de waterstraal. Los op met ICT. 


hoogte /(m) 


6 
horizontale afstand s (m) 


57 (Aj \B) 


Tijdens een voetbalwedstrijd probeert Sergio vanaf 8 m voor de doellijn de keeper met een lobbal 
te verschalken. De bal bereikt 2 m voor het doel een maximale hoogte van 3 m. 


hoogte J(m) 


3 ns 


0 ik 2 3 4 5 6 7 8 8. 


horizontale afstand s (m) 


Maakt Sergio een doelpunt als het doel een hoogte van 2,4 m heeft? Los op met ICT. 


„53 
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Eee) Tweedegraadsfuncties 


(5) | Uitdagingen 


Op een kermisattractie werpt Dokus met zes ringen naar vier flessen die respectievelijk 
op 2m, 2,5 m, 3 m en 3,5 m afstand staan. Drie ringen vallen om de hals van een fles. 


De parabolische banen die de ringen beschrijven, kunnen we vastleggen met de 
volgende formules. Hierin is s de horizontale afstand van de ring en # de hoogte van 
de ring ten opzichte van de hals van een fles. De grootheden s en / zijn uitgedrukt in 
meter. 


ringl: h=—0,25s*+0,05s + 0,56 ring4: h=—0,30s®+0,69s +0,42 
ring2: h=-—0,15s*+0,24s + 0,63 ring5: Ah=—0,25s* + 0,22s + 0,56 
ring3: h=—0,36s°+0,56s + 0,85 ring6: Ah=—0,15s? +0,34s + 0,72 


Welke ring valt rond welke fles? 
zie pagina 261 


De tabel bevat enkele originelen en de bijbehorende functiewaarden van een 
tweedegraadsfunctie. 


Wat zijn de ontbrekende functiewaarden? 


ee IO 1 2 Sn 4 5 2 x|o 1 2 dre: 5 


2 OER: 
zie pagina 261 
Bepaal het voorschrift van de parabool. 
1 | Ë YI ii ER 2 | Jl IEEE 
NE 
| 
| 
H En 
| | 
0 | x / | 
| 
zie pagina 262 
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Een bloemenschaal heeft de vorm van een paraboloïde. Deze paraboloïde is ontstaan 
door het getekend deel van de parabool met vergelijking y= 0,7 x° te wentelen om de 
y-as. 

A 


La 


1 Bepaal de diameter d en de hoogte k van de schaal. 


2 In de bloemenschaal worden de plantjes in cirkels gezet. De minimumafstand tussen 
de plantjes is 30 cm. De buitenste plantjes worden op 10 cm van de rand gezet. 
Hoeveel plantjes hebben we nodig voor deze schaal? 


zie pagina 262 


Bij dakconstructies rusten de steunbalken op hun smalste zijde. Een steunbalk buigt 
door onder zijn eigen gewicht. Het weerstandsmoment tegen doorbuigen is afhankelijk 
van de hoogte en de breedte van de balk en kan berekend worden met de formule: 


nh? b :breedte in mm 

bh À 

Wz h :hoogte in mm 

W: weerstandsmoment in mm? 


1 Vergelijk de weerstandsmomenten van een dwarsbalk van 60 X 170 mm, als hij 
respectievelijk op zijn smalste en op zijn breedste zijde ligt. 


2 Bepaal een formule om het weerstandsmoment te berekenen van balken die 100 mm 
breed zijn. 


3 Bereken de hoogte van een balk die 100 mm breed is en waarvan het 
weerstandsmoment 960 000 mm’ is. 
zie pagina 263 


Spiegel de grafiek van de functie f(x) = ze —3)* +2 om de x-as, om de y-as en om de 


oorsprong. Wat zijn de functievoorschriften van de gespiegelde parabolen? 
zie pagina 264 


Als je de parabool met vergelijking y= (x— 1)? +2 spiegelt t.o.v. de oorsprong, dan 
verkrijg je een nieuwe parabool met vergelijking 


(A) y=? +23 (B) y=x?+2+3 (C) y=? 2-3 
(D) y=x?+2x-1 (EN Yr 23 
Vlaamse Wiskunde Olympiade zie pagina 264 
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| In Saint Louis staat aan de oever van de Mississippi het grootste herdenkingsmonument 
van Amerika, de Gateway Arch. Het monument symboliseert de poort naar het Westen. 
Vanaf deze plaats vertrokken de eerste expedities naar het Wilde Westen en aan deze 
pioniers is het monument opgedragen. 


Het kunstwerk is een boog die bijna de vorm heeft van een parabool en te beschrijven is 


2 
met de formule A= Td + 4s, Hierin stelt A de hoogte van een punt op de boog voor 


en s de horizontale afstand van dit punt tot een steunpunt van de boog. 
Beide afmetingen zijn uitgedrukt in feet. 


1 Wat is de breedte van het monument? 
2 Wat is de hoogte van het monument? 


3 Bepaal de breedte en de hoogte in meter 
als we weten dat 1 ft = 0,3048 m. 


zie pagina 265 


9 | Het water dat via twee openingen in een stuwdam naar buiten spuit, beschrijft een 
parabolische baan met vergelijking: 


1 
=k tfp-d 
US bp 
Hierin stelt p het waterpeil en d de diepte van elke opening onder het waterpeil voor. 


Hoe lager de opening in de dam, hoe breder de parabolische baan van de waterstraal. 


Verklaar. 
zie pagina 265 


5] 


LE 


4 


6 
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Vanaf het hoogste punt van een toren schiet Kurt met een katapult een steen verticaal 
omhoog. 


De formule 4 =—5t® + 20 + 60 duidt het verband aan tussen de hoogte £ van de steen in 
meter en de tijd f in seconden. 


1 Vanaf welke hoogte wordt de steen 
weggeschoten? 


2 Wanneer bereikt de steen zijn maximale hoogte? 
3 Hoe hoog is de steen dan? 


4 Welke hoogte heeft de steen na 5 seconden? 


5 Welke afstand legt de steen af gedurende de 
eerste 6 seconden? 


zie pagina 266 


De directie van het zeevaartmuseum start een experiment. Als de toegang van het 
museum gratis is, dan telt men gemiddeld 980 bezoekers per dag, Bij een symbolische 
toegangsprijs van 1 euro daalt het gemiddelde bezoekersaantal tot 720. Wanneer de 
normale toegangsprijs van 2,5 euro behouden blijft, komen er slechts 405 bezoekers. 


1 Stel dat er een kwadratisch verband bestaat tussen de toegangsprijs en het 
bezoekersaantal, bepaal dan met ICT de tweedegraadsfunctie waaraan deze 
gegevens voldoen. 


2 Tussen welke bedragen daalt de toegangsprijs? 


3 Hoeveel bedraagt de toegangsprijs als er gemiddeld 80 personen per dag het 
zeevaartmuseum bezoeken? 
zie pagina 267 


De som van twee getallen is 30. Welke getallen hebben het grootste product? Bepaal het 
product. 
zie pagina 267 


Een rechthoek heeft een omtrek van 90 m. Wat zijn de afmetingen van de rechthoek 
met de grootste oppervlakte? Bepaal de oppervlakte. 
zie pagina 268 


Een parabool met symmetrieas s > x= 2 gaat door de punten P(O, —5) en Q(3, 1). 
Bepaal een voorschrift van de parabool. 


zie pagina 268 
Een parabool met top 7(x,, y‚) gaat door het punt P(x,, y‚). 
Toon aan dat y-AL (x- X, Di +y, een vergelijking van de parabool is. 
4, eg % 
zie pagina 269 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


On | | Vraag & antwoord 


Aan welke voorwaarde moet de coëfficiënt a in het voorschrift f(x) = ax® + bx + c van 
een tweedegraadsfunctie voldoen? 


a#0 
Waarom? 


Als a = 0, dan verkrijgen we een eerstegraadsfunctie f(x) = bx + c. 


Hoe noemen we de grafiek van een tweedegraadsfunctie? 


Een parabool. 


Schrijf een vergelijking van de parabool p die de grafiek is van f(x) =ax® + bx+c. 


pyz=ax? +bx+ce 


Hoe noemen we het hoogste of het laagste punt van de grafiek van een 
tweedegraadsfunctie? 


De top. 


Hoe noemen we de verticale rechte door de top van een parabool? 


De symmetrieas. 


Hoe bepaalt het teken van a de vorm van de parabool met vergelijking y= ax?? 
Als a > 0, dan is de grafiek een dalparabool. 


Als a < 0, dan is de grafiek een bergparabool. 


Schrijf een vergelijking van de symmetrieas s van de parabool met voorschrift 
fe) =ax’. 


sx=0 


Wat zijn de coördinaten van de top 7 van de parabool met voorschrift f(x) = ax°? 
T(0, 0) 


De grafiek van f(x) =(x— p)* verkrijgen we door de grafiek van f(x) =x? te verschuiven. 
Hoe bepaalt het teken van p de verschuiving? 


Als p > 0, dan verschuift de grafiek naar rechts. 


Als p < 0, dan verschuift de grafiek naar links. 
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zo) Schrijf een vergelijking van de symmetrieas s van de parabool met voorschrift 
fw) =alx-p)". 
sx=p 


Wat zijn de coördinaten van de top 7 van de parabool met voorschrift f(x) = a(x — p)°? 
T(p,0) 


De grafiek van f(x) =x° + q verkrijgen we door de grafiek van f(x) =x° te verschuiven. 
Hoe bepaalt het teken van q de verschuiving? 


Als q > 0, dan verschuift de grafiek naar boven. 
Als q < 0, dan verschuift de grafiek naar onder. 


Schrijf een vergelijking van de symmetrieas s van de parabool met voorschrift 
{6)=alx-p)" +4. 
sox=p 


Wat zijn de coördinaten van de top 7' van de parabool met voorschrift 
Sa) =alx—p)" +4? 
T(p,q) 


Schrijf een vergelijking van de symmetrieas s van de parabool met voorschrift 
fa) =ax* +bx+e? 
sox=-— 
2a 


16) Wat zijn de coördinaten van de top 7 van de parabool met voorschrift 
fl) =ax? +bx+e? 


(AE) 


De top en een punt van een parabool zijn gegeven. Welk functievoorschrift gebruiken 
we om het voorschrift van de parabool op te stellen? 


fx) =alx-p)'+q 
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| 1.2 | | Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen 


DP Nulwaarden 


1 wa 
Bij een proef in een vuurwerkfabriek worden drie vuurpijlen afgevuurd. De volgende 


functievoorschriften met de bijbehorende grafieken beschrijven de hoogte van elke vuurpijl in 
functie van de tijd t. 


SW) =—5t* + 15t vuurpijl 1 
gt)=—5t" +254 vuurpijl 2 
h(t)=—5t?+35t vuurpijl 3 


hoogte (m) 


vuurpijl 3 


vuurpijl 2 


vuurpijl 1 


10 
0 
0 1 
tijd (s) 
1 Hoelang vliegt elke vuurpijl? 
vuurpijl 1: vuurpijl 2: vuurpijl 3: 


2 Voor welke originelen zijn de functiewaarden gelijk aan nul? 
vuurpijl 1: vuurpijl 2: vuurpijl 3: 


3 Hoe noemen we deze originelen? 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen ee 


Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen 


Een origineel met functiewaarde nul, noemen we een nulwaarde van de functie. 
f)=x°-8x+12 


Ì x nulwaarden 


NAAR WN Eet 
En 


| 
| 
Í 
of 
| 
| 
| 
Ì 


Op de grafiek zijn de nulwaarden de x-coördinaten van de snijpunten van de parabool met de x-as. 
In de tabel kunnen we de nulwaarden aflezen. 


Om de nulwaarden van f(x) =x* — 8x +12 te berekenen, stellen we de functiewaarde f(x) gelijk aan 
0 en lossen de verkregen vergelijking op. 


We schrijven: f(x) =0 nulwaarde van een functie 


x°-8x+12=0 f(x) vervangen door x° — 8x +12 
De vergelijking x* — 8x + 12 = 0 waarin de hoogste exponent van de onbekende gelijk is aan twee, 
noemen we een tweedegraadsvergelijking, een kwadratische vergelijking of een vierkantsvergelijking. 
Aantal nulwaarden 


Een tweedegraadsfunctie heeft hoogstens twee nulwaarden. Een parabool kan de x-as snijden in 
twee punten, de x-as raken in één punt of geen gemeenschappelijke punten hebben met de x-as. 


|E 

OE 

Í 

Ì 
NAT H / 
BEELEN 


zl L 


fx) =0,2x° —0,8x — 2,4 g(x) =0,25x° — 2x +4 h(x)=x°—10x+28 


« _De functie fheeft twee nulwaarden: —2 en 6. f(-2)=0 f(6)=0 
«_De functie g heeft één nulwaarde: 4. g(4)=0 


«De functie h heeft geen nulwaarden. 


6l 
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de 


Schrijf onder elke grafiek de nulwaarden van de functie. 


1 
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y 2 Ì y/ 13 
| 
+ + IK 4 1 
0 x| 0 
[| | 
| | 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
da Í 6 y 
1 IKS 
0 INE: of 1 
T 
} _ 
Ï 
| 
Nulwaarden: … Nulwaarden: Nulwaarden: … 
3 
Schrijf onder elke tabel de nulwaarden van de tweedegraadsfunctie. 
x —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 
fa) 42 24 10 0 —6 —8 —6 0 10 
Nulwaarden: 
Xx —4 =3 —2 —l 0 1 2 3 4 
fl) 61 48 37 28 21 16 13 12 13 
Nulwaarden: … 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


3 x —4 —3 2 —1 0 1 2 3 4 

fa) 8 2 0 2 8 18 32 50 72 
Nulwaarden: 

4 X —4 3 2 =l 0 d 2 3 4 

fa) —48 =35 —24 =15 —8 =3 0 1 0 

Nulwaarden: … …… A eene 


da 


Onderzoek of het gegeven origineel een nulwaarde is van de tweedegraadsfunctie f Vink de 
nulwaarde aan. 


1 flw)=2+6x-20  x=2 3 flx)=4x +8 H4 x=-l 


2 f@)=2x?-3x+5 x=3 4 flx)=-2x? 8x X=4 


sd 


Vink elk functievoorschrift aan waarmee we de parabool kunnen tekenen. 


1 flw)=x+6x 


2 fa)=x* 6x 


3 flx)=x+Ox 


4 fd) =—xlx+6) 


5 fw) =-Mx-6) 


6 AD=2r-3) 


ES 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


Nulwaarden berekenen 


TEXAS INSTRUMENTS 


m (Y=] x?-8x+ 12 [2ND](CALC] 


We berekenen de nulwaarden van de functie f(x) = x° — 8x + 12. 


We tekenen de grafiek en zoeken de eerste nulwaarde tussen de grenzen 0 en 3. 
2:zero} 0 [ENTER] 3 [ENTER] [ENTER] 


meiske 
zvalue 


zero 

zminimum 
4: maximum 
5: intersect 
6: dar dx 


vizk 2e 12) 


Pe Sf Cxddx 


Guess? 
Kai vas 


m [2ND][CALC] (2: zero) 3 [ 


De tweede nulwaarde zoeken we tussen de grenzen 3 en 8. 


ENTER] 8 [ENTER] [ENTER] 


Vik 2-e12) 


De twee nulwaarden zijn 2 en 


CASIO 


6. 


We tekenen de grafiek en bepalen de nulwaarden. 
m_ [MENU] (3: GRAPH] x?— 8x + 12 [EXE] (F6: DRAW] [SHIFT 


[G-Solv] [F1: Root] [>] 


Oor [MAX 


madera d enn 


=RE-ER+IZ 


=KE-BR+IZ 


KEI 


Koor 


De twee nulwaarden zijn 2 en 6. 


se 


1 f)= A -x+5 
2 fla)=16x*— 24 +9 


3 flx)=25x°+10x-8 


Bepaal met ICT de nulwaarden. 


4 fd) =-2x°+5x 


5 fl) =16x*+56x+49 


6 flx)=-8x?+20x—13 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen el 
7 @ 


Vanaf een 4 m hoge heuvel slaan Bert, Dirk, Frank en Luc een golfbal in de richting van een hole. 
De banen van de golfballen kunnen we beschrijven met de formules: 


1 57 
Bert has tst4 h: hoogte in m 
12 12 s: horizontale afstand in m 
1 21 
Dirk hast tst4 
100 
2 a 
Frank hast tst 
825 165 
Luc hr sd 
205 205 


Welke speler maakt een ‘hole in one’? 
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Db Tweedegraadsvergelijkingen van de vorma :b=0 


sma) 


Vink de oplossingen aan. 


oplossingen 


ne lelie jee 


3:-x?=0 


x(x+2)=0 


(x-I):x=0 


(x—3): (x+3)=0 


(x+1)?=0 


(a+ 1): (x-2)=0 


Tweedegraadsvergelijkingen van de vorma « b =0 


Om een tweedegraadsvergelijking van de vorm a + b=0 op te lossen: 
«stellen we elke factor gelijk aan nul; 


«lossen we de verkregen eerstegraadsvergelijkingen op. 


áÂ 


Voorbeelden 


(x-I)(x-3)=0 

x-1=0 of x-3=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
x=1 x=3 vergelijkingen oplossen 
—xx+5)=0 

—x=0 of _x+5=0 elke factor gelijkstellen aan nul 


x=0 x=-5 vergelijkingen oplossen 


aa 


Los op met hoofdrekenen. 


1 (x+2)(x-5)=0 
2 (x-3)(x+4)=0 
3 xx+7)=0 

4 2xl2x-1)=0 


5 (2x-3)(5x+2) =0 


10 


Bepaal met hoofdrekenen de nulwaarden van de functie. 


1 fw =x(x4) 
Nulwaarden: 

2 fw) =2xlx- 1) 
Nulwaarden: 

3 A) =—xlx+3) 
Nulwaarden: … 

4 A) =(7x- 245) 
Nulwaarden: 

5/6) =(4x+3)(2x+ 1) 


Nulwaarden: 


RP IE | 


Vink de coördinaten aan van de top van de parabool met vergelijking y=x(x— 4). 


(0,0) 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


6 (x-3)(x-4)=0 


1 


3x(x—2)=0 


A+ I)(A- 1) =0 


9 —xl4x-3)=0 


10 (4x+1)(3x-2)=0 


6 fl) =-3xlx+ 6) 
Nulwaarden: 
7 fl) =Ur+4)(-5) 
Nulwaarden: 
8 f()=(5x- 1 +2) 
Nulwaarden: … 
9 flx)=(2x+3)(2x +5) 
Nulwaarden: 
10 (4) =(3x+5)(2x-7) 


Nulwaarden: 


(0,4) (4,0) (0.2) (2,-4) 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


DP Onvolledige tweedegraadsvergelijkingen 


Verbind elke vergelijking met al zijn oplossingen. 


x-2=0 e . x=-2 . . -2x=0 
x2=4 e e x==l . e x°-2x=0 

x+x=0 e . 2-0 . e x°+4=0 

—_X-1=0 e . x=1 . . x?=0 

f 1 

x’+1=0 e . x=3 . . gee 


Onvolledige tweedegraadsvergelijkingen 


Een tweedegraadsvergelijking ax? + bx + c = 0 waarin de coëfficiënt b of c (of allebei) gelijk is aan 
nul, noemen we een onvolledige tweedegraadsvergelijking. 


Een vergelijking van de vorm ax? =0 heeft 0 als oplossing. 


5x°=0 

x=0 beide leden vermenigvuldigen met : 
x= vo vierkantswortel van 0 

x=0 


Een vergelijking van de vorm ax? + bx =0 lossen we op door de gemeenschappelijke factor x af te 
zonderen. 


x*-3x=0 
x(x-3)=0 gemeenschappelijke factor x afzonderen 
0 of x-3=0 elke factor gelijkstellen aan nul 


x=3 vergelijking oplossen 
Een vergelijking van de vorm ax? +c=0 lossen we op door x* te isoleren in het linkerlid. 


2x°—12=0 


2xt=12 beiden leden vermeerderen met 12 

x=6 beiden leden vermenigvuldigen met 7 

x=V6 of x= EN vierkantswortels van een positief getal 

x+9=0 

x'=-9 beiden leden vermeerderen met -9 

geen oplossingen negatieve getallen hebben geen reële vierkantswortel 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


Verschil van twee kwadraten 


Sommige onvolledige tweedegraadsvergelijkingen van de vorm ax? + c=0 kunnen we oplossen 
door een verschil van twee kwadraten te ontbinden in factoren. 


a° -b?=(a-b(a+b) 


x-9=0 

(x—3)(x+3)=0 verschil van twee kwadraten ontbinden 
x-3=0 of _x+3=0 elke factor gelijkstellen aan nul 

x=3 x=-3 vergelijkingen oplossen 


13 


Vink elke onvolledige tweedegraadsvergelijking aan. 


1 x°-3=0 m 6 x°+3x=0 unter? 

2 3-5=0 m 7 M°=5 mn 12 5x? +31 
3 x°+6x=0 m 8 xt=x 13 x°+x=5 

4 6x*=0 9 x2=-10 LJ] 14 2x?=13x 

5 2M*+5x-1=0 10 322? 15 x=3 


PIE 


Los op met hoofdrekenen. 


1 x?=16 7 z°-1=0 

2 m*=-49 8 u“—25=0 

3 ri=l 9 p-+4=0 

4 y'=81 10 b2—100=0 
1 1 

5 q?=- u g-—=0 
9 174 

6 ged : 7 12 d°-2=0 
25 
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15 (A) se) 


Los op met hoofdrekenen. 
1 u°+2u=0 
2 d°-3d=0 


3 t+t=0 


3 3°+t=0 


5 —5s°—-5=0 


7 3b°—15=0 


4 v?-v=0 EN 


10 


af—1=0 
91*-25=0 
25k2-4=0 
m?*+100=0 


1 
—e—1=0 
4 


25k? —16=0 


2w°+13w=0 


5r°+7=0 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen osauct | 


17 [Aj {B) 


Bepaal de nulwaarden van de functie. 


1 fla)=x°-9 2 fa) =2* 
Nulwaarden: Nulwaarden: 

3 fa)=x-x 4 flx)=3x° +1 
Nulwaarden: Nulwaarden: 

5 f)=x? Ax 6 fa) =2x*—6 
Nulwaarden: Nulwaarden: 


18 [Aj (B) 


Drie doelmannen trappen elk een bal uit. Met formules kunnen we de hoogte van de getrapte 
ballen berekenen. 


Doelman 1 h= se 45) 
1 

Doelman 2 h= se —39) 
1 

Doelman 3 hes 41) 


h: hoogte in m 
s: horizontale verplaatsing in m 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


1 Beantwoord de vragen zonder ICT. 


Wordt de bal uitgetrapt vanuit de hand of vanaf de grond? 


Wie trapt de bal het verst? 


2 Bereken met ICT wie de bal het hoogst trapt. 


19 A) B) 


Een astronaut landt op de planeet Mars. Bij het verlaten van het ruimtetuig springt hij naar 
beneden. De valversnelling is 3,73 m/s*. De deur van de ruimtemodule bevindt zich op 3 m 
hoogte. De hoogte en de snelheid tijdens het springen kunnen we berekenen met de formules: 


h=h- zer h: hoogte in m vegt v: snelheid in m/s 
h; beginhoogte in m g: valversnelling in m/s? 
&: valversnelling in m/s? Etijdins 
t tijd ins 


Na hoeveel seconden en met welke snelheid raakt de astronaut de planeet? 
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Tijdens een humanitaire hulpactie worden voedselpakketten 
gedropt boven een gebied waar niet geland kan worden. De 
parabolische baan van de pakketten wordt beschreven met de 
formule: 


h; hoogte van de pakketten in m 

s: horizontale afstand van de pakketten in m 
v: snelheid van het vliegtuig in m/s 

h; hoogte van het vliegtuig in m 


De lading wordt gedropt als het vliegtuig op een hoogte van 
245 m vliegt en een snelheid heeft van 216 km/h. 


1_ Wat is de snelheid van het vliegtuig in meter per seconde? 


2 Stel een formule op die de parabolische baan van de pakketten beschrijft. 


3 Op hoeveel meter voor het getroffen gebied worden de pakketten afgeworpen? 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


DP Volledige tweedegraadsvergelijkingen 


zn a) 


De totale oppervlakte van het vierkant en de twee rechthoeken is 40 cm? Fien moet berekenen 
hoe groot de zijde x is van het vierkant. 


Met knip- en plakwerk voegt Fien aan de gegeven figuur een vierkant van 9 cm? toe. 


df 


x=? 
£ 


at, 


0 


x 
er 


1 Bereken x. 
(x+3)?=49 
x+ = of __x+ = 
X= x= 


2 Hoe groot is de zijde van het gegeven vierkant? 


Volledige tweedegraadsvergelijkingen 


Een tweedegraadsvergelijking ax* + bx + c= 0 waarin geen enkele coëfficiënt gelijk is aan nul, 
noemen we een volledige tweedegraadsvergelijking. 


We vormen de tweedegraadsvergelijking om zodat een kwadraat van een tweeterm in het linkerlid 


staat. 
ax +bx+e=0 ax0 
ax’ +bx=—c beide leden vermeerderen met -c 
4a'x? +4abx=-4ac beide leden vermenigvuldigen met 4a 
4a’x° +4abx+b?=—4actb* beide leden vermeerderen met b* 
(2ax+b)?=b*—4ac volkomen kwadraat ontbinden 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen ost | 


Het linkerlid is steeds positief omdat elk kwadraat positief is. Het teken van het rechterlid bepaalt 
het aantal oplossingen. Omdat het rechterlid dit onderscheid maakt (discrimineert) noemen we 
b*—Aac de discriminant van de vergelijking. We stellen de discriminant voor met de hoofdletter D. 


Bij het oplossen van de vergelijking onderscheiden we drie gevallen. 


D>0 
(2ax+b)'=D D>0 
2axt+b= ND) of 2axt+b=— ND) vierkantswortels van een positief getal 
2ax=-b+ Jo 2ax=—b— ND) beide leden vermeerderen met —b 
En -b- JD Ee 1 
P hen bhenmevnennns beide leden vermenigvuldigen met — 
2a 2a 2a 


Als D > 0, dan heeft de vergelijking ax® + bx + c= 0 twee verschillende oplossingen. 


D=0 

(2ax+b)'=D D=0 

(2ax+b)?=0 

2axtb=0 vierkantswortel van nul 

2ax=-b beide leden vermeerderen met —-b 
Sen beide led igvuldigen met J 

W— De ide leden vermenigvuldigen met 


Als D=0, dan heeft de vergelijking ax? + bx +c=0 één oplossing. 


D<0 
(2ax+b)'=D D<0 
Er bestaat geen reëel getal x, waarvoor (2ax + b)’ kleiner is dan nul. 


Als D <0, dan heeft de vergelijking ax* + bx +c=0 geen oplossingen. 


Wortelformule 


De oplossingsformule voor een tweedegraadsvergelijking staat bekend als de wortelformule of de 
abc-formule. 


De oplossingen worden ook wortels genoemd. 


De wortels berekenen we met de formules: 
-b+/D -b-/D 
x= x= 
2a 2a 


Als D > 0, dan zijn er twee verschillende wortels x, en x,. 


D=b'-4ac 


Als D=0, dan is er één wortel x= TO 
a 


Als D <0, dan zijn er geen wortels. 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


Merk op 
Als we in de wortelformule D vervangen door 0, verkrijgen we tweemaal dezelfde wortel: 
X=A= LL N 

“_2a 
Daarom zeggen we dat een tweedegraadsvergelijking met D =0 twee gelijke wortels of één dubbele 
wortel heeft. 


Voorbeelden 


Als we tweedegraadsvergelijkingen oplossen met de wortelformule, berekenen we eerst de 
discriminant. 


2x?-5x-12=0 a=2 b=-5 c=-12 


D=(-5)?-4-2:(-12)=25+96=121>0  D=b'-4ac>0 
_=(-5) +121 5+11 NLO 


2 Ks 
; 2-2 4 4 
bl 
n= „tl 
ie 4 2a 
Ax? —28x +49 =0 a=4 _b=-28 c=49 
D=(-28)?—4: 4 49=784—784=0 D=b"-4ac=0 
—(-28 
zel DES PLE 
2:4 8 2a 
3x° +Ox+ 10=0 a=3 b=6 c=10 
D=6*-—4:3: 10=36—120=-84<0 D=b"-4ac<0 
geen oplossingen 


Volkomen kwadraat 


Sommige volledige tweedegraadsvergelijkingen kunnen we oplossen door een volkomen kwadraat 
te ontbinden in factoren. 


a° + 2ab « b? = (a+ b)° 


x?+2xt1=0 

(x+1)?=0 volkomen kwadraat ontbinden 
x+1=0 vierkantswortel van 0 

x=-l beide leden vemeerderen met —1 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


22 


Vul aan. 

Om de oplossingen of de van een tweedegraadsvergelijking te bepalen met de 
wortelformule, berekenen we eerst de „ We gebruiken hiervoor de formule 
D=. 


We onderscheiden drie gevallen: 


… alsD ‚dan zijn er twee verschillende oplossingen: x,= ”= H 
… alsD ‚dan is er één oplossing: x= H 
… alsD ‚dan zijn er geen oplossingen. 


ng 


Los op met de wortelformule. 


1 x?-x-6=0 2 x°+9x-10=0 
D= 
H= 
x= 

3 x°+4x-5=0 4 x°—34x+289=0 


5 x'+15x+56=0 6 x°+3x+5=0 
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7 x°+5x+10=0 


9 10x+x-3=0 


1 7x +3x+5=0 


24 (A) B) 


Ontbind het volkomen kwadraat. 
1 x°-6rt9= 

2 m°+1l0m+25= 

3 z°-162+64= 

4 4a'-Aatl= 

5 9Wp'+1Wp+4= 

6 16n°+8n+l= ….… 


7 S81b?—90b+25= 


8 3x°—14r-5=0 


10 10x?+7x+5=0 


12 12x?-5x-2=0 


8 25r°+20r+4= 
9 4k°-1hkt+I= … 
10 g°—14g+49= 


11 16z°—24z4+9=. 


12 u°+20u+100= … 


13 12le°—88e+16= 


14 36/°+841+49 = 


25 


Los op door ontbinding in factoren. 


1 x°—10x+25=0 


3 x°—12+36=0 


5 64x*—16x+1=0 


7 25x°+30x+9=0 


9 49x°—2Wx+4=0 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


2 x°+l4x+49=0 


4 x°-4xt4=0 


6 WM +6x+1=0 


8 16x?—40x+25=0 


10 36x°+132x+121=0 
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26 (A) B) 


Los op met de meest geschikte methode. 


1 x?-5x-14=0 2 5x°+3=0 
3 x°-25=0 4 x°-7=0 
5 x°+7x=0 6 2x +5x=0 


7 6x? +5x-6=0 8 x+xt+1=0 


9 7x°=0 10 x?+x-1=0 


27 (Aj ls) 


Bepaal de nulwaarden van de functie. 


1 fW)=16x?—24x+9 


Nulwaarden: 


3 flx)=-Ar? +5 


Nulwaarden: 


5 fl) =2x°+5x 


Nulwaarden: 


28 


De grafiek van de functie f(x) = ax? + bx + cligt boven de x-as. Vink de passende voorwaarden 


aan. 
a<0 a<0 
D<0 D>0 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


a>0 
D<0 


2 flx)=10x?—27x+5 


Nulwaarden: 


4 fla)=5Xx°+8XH5 


Nulwaarden: 


6 fl) =-24x +6 


Nulwaarden: 


a>0 a<0 
D>0 D=0 
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steg)  Tweedegraadsfuncties 


se 


Een parabool snijdt de x-as in twee verschillende punten. Vink de vergelijking aan. 


y=2+1 y=xt-Axt4 y=x+1 y= y=x-9 


30 


Vink de voorwaarden aan waarvoor de grafiek van de functie f(x) = ax? + bx + c onmogelijk te 
tekenen is. 


a<0 a<0 a>0 a>0 a>0 
c<0 e<0 c>0 c<0 m c>0 
D<0 D>0 D<0 D<0 D>0 


31 A) B) 


de coëfficiënten gehele getallen zijn en de coëfficiënt van x* positief is. 


1 2 
1 Laszeie0 “(-2) 2 Stede e0 
2 2 2 3 
x°-2x-3=0 
3 7 2 jj 4 
3 pt tex-5=0 nn 4 tk =0 
2 4 3 2 3 


Los op. Vermenigvuldig eerst beide leden met een passend getal zodat in de verkregen vergelijking 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen | \lcosie 


32 AjlB) 


Los op. Schrijf de vergelijking eerst in de vorm ax? + bx+c=0. 


1 x?+3rt4=xt3 2 x°+5x=2X? +6 


3 xx 2)= (2-3) 4 (x-1I)(r-2)=-5 


5 (x-4)+5)=(2x- 3) +6) 6 agit 
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33 (A) B) 


Bepaal m zodat de tweedegraadsvergelijking het gegeven aantal wortels heeft. 


1 5x°—10x+m=0 2 mx? +24x+16=0 
heeft geen reële wortels. heeft één wortel. 

3 xt4xtm+2=0 4 x°+Am-2)x+ mm =0 
heeft twee verschillende wortels. heeft geen reële wortels. 


34 A) (äj 


1 Voor welke waarden van c raakt de grafiek van f(x) =—4x? + 12x + c de x-as? 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen | \lcoi 


2 Voor welke waarden van b heeft de grafiek van f(x) =3x° + bx + 12 geen punt gemeen met de 


3 Voor welke waarden van a ligt de grafiek van f(x) = ax® — 6x — 3 onder de x-as? 


REE 
sPeag ak 


iSeifools 
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We voeren de graad 2 van de vergelijking in en kiezen voor een decimale notatie van de 
oplossingen. We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 


m (FS:NEXT] 2 [ENTER] —5 [ENTER] —12 


a2xètaixtan=d 
DROER 18245678310 az =2 

asbi rete) a1="5 

loec] FRAC an="128 


SCI ENG 
O12EHEGPEE 
KabIan CEES 
KAI, MELDER MAIMAODENCL AIC OADIEOL VEN 


We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 
m_ (F5: SOLVE) 


a2xètaixtan=d 
x1 
xe="1,5 


MAIMMODENCOEF STOF 0 


De oplossingen van de vergelijking zijn 4 en —1,5. 


CASIO 
In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 


m_ [MENU] (8: EQUA] [F2: POLY] 


olynomia 
lo Data In Memory 


Dearee? 


We voeren de graad 2 van de vergelijking in. Daarna voeren we de coëfficiënten in. 
m (F1:2] 2 [EXE] -5 [EXE] —12 [EXE] 
[AREFBRECSB 


-12} 
F5 TLE 


We drukken de toets F1 (SOLV) om de vergelijking op te lossen. 
m_(F1:SOLV] 


(aXE+DXtC= 
Per! 


4 
EEFT 


De oplossingen van de vergelijking zijn 4 en —1,5. 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen oort | 
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35 (Aj B 


Los op met ICT. Rond af op 2 decimalen. 


1 12x?-5x-2=0 6 10x?+x-3=0 

2 x°+10x+20=0 7 —5Xx°+7Xx-1=0 
3 x°—-12+50=0 8 —6x°+23x-21=0 
4 49x°—70x+25=0 9 15x°+7x-2=0 
5 x+3x-5=0 10 25x°+80x+64=0 


36 (Aj |B) 


In het album ‘De Knokkersburcht’ van Suske en Wiske zal de winnaar van het kogelstoten, 
hamerslingeren en paalwerpen, drie onderdelen van de Schotse Highland Games, eigenaar 
worden van de Knokkersburcht. Bij het paalwerpen kunnen we de baan van de paal beschrijven 
met de formule: 


hee 10s° ssp Pr hoogte in m v; beginsnelheid in m/s 
vi ®__sthorizontale afstand in mh: hoogte waarop de paal wordt losgelaten in m 


Haha, zer ik in Senats Op ôn 
man na ben kaerwamaar 
van de kam’ 


Los op met ICT. 


1 Lambik werpt de paal met een beginsnelheid van 6 m/s en laat deze los op een hoogte van 
1,2 m. Stel een formule op die Lambiks worp beschrijft. 
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2 Op welke afstand raakt de paal de grond? 


3 Op welke afstand bereikt de paal een maximale hoogte? 


37 A) B) 


Bart is marktkramer en verkoopt op traditionele wijze gebakken pizza's. De maandelijkse netto- 
opbrengst is 2000 euro als hij de pizza's verkoopt aan 6 euro. Bart stelt vast dat de maandelijkse 
netto-opbrengst vermindert als hij de verkoopprijs verlaagt of verhoogt. Zo daalt de netto- 
opbrengst met 200 euro als hij de pizza's verkoopt aan 5,20 euro. 


Stel dat er een kwadratisch verband bestaat tussen de verkoopprijs van de pizza's en de 
maandelijkse netto-opbrengst, bij welke verkoopprijs v zal de netto-opbrengst 7 dan gelijk zijn 
aan 0 euro? 


Los op met ICT. 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen El 


38 A) B 


Bij een analysemethode van het kogelstoten wordt de parabolische kogelbaan gefilmd. Met 
speciale apparatuur kan de hoogte van de kogel voor elke horizontale afstand gemeten worden. 
In de tabel lezen we enkele meetresultaten af. 


horizontale afstand s (m) | 2 4 6 8 10 


hoogte A (m) | 3,52 4,42 4,32 3,22 1,12 


1 Bepaal met ICT een formule die de parabolische baan van de kogel beschrijft. 


2 Vanaf welke hoogte wordt de kogel gestoten? 


3 Hoe ver wordt de kogel geworpen? 


4 Wat is de maximale hoogte van de kogel? 
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Ce) Tweedegraadsfuncties 


DP Som-productmethode 


39 (wi) 


Bepaal twee getallen waarvan de som s en het product p gegeven is. 


1 s=7 en p=l2 + 6 s=ll en p=—60 

2 s=3 en p=2 7 s=2 en p=l 

3 s=l en p=-6 8 s=8 en p=7 

4 s=-5 en p=6 9 s=-6 en p=0 
5 s=-2 en p=-24 10 s=—10 en p=25 
Som-productmethode 


De tweedegraadsvergelijking ax® + bx + c=0 heeft als wortels: 


_-b+D _-b- VD 
en en Wa 


À D>o 
2a 2a 


We berekenen achtereenvolgens de som s en het product p van x, en x,. 


« som van de wortels 


S=X, a % 
ene —b + shal tie =b- JD 
2a 
= En gelijknamige breuken optellen 
2a 
a 
2a 
b 
== breuken vereenvoudigen 
a 


« product van de wortels 


P=h"X, 
0 _-b+JD -b-D 
di 2 2, a 2, a 
= Co + Jp) Jp) breuken vermenigvuldigen 
2a:2a 
5 2 
5 De toegevoegde tweetermen vermenigvuldigen 
a 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen We 


nT ams D vervangen door b* - 4ac 


sE breuken vereenvoudigen 
a 


Som-productformules 


Als x, en x, de wortels zijn van de tweedegraadsvergelijking ax* + bx + c=0, dan is: 


b 6 
S=X,tXjEr CN PEXK= 
a a 


Voor tweedegraadsvergelijkingen ax* + bx + c=0 met a= 1 kunnen we x, en x, meestal uit het 
hoofd berekenen. Vinden we met deze methode niet dadelijk een oplossing, dan gebruiken we de 
wortelformule om de eventuele wortels x, en x, te berekenen. 


Voorbeelden 


We berekenen de oplossingen met de som-productmethode. 
x'-5x+6=0 


p | 1:6 -1:(-6) 2-3 
Em Zj 5 
Xx +3x+10=0 
x2-3x-10=0 beide leden vermenigvuldigen met —1 


p (tro ter 2e(-5) 2:56 
ERE 9 mj 3 
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40 (A) B) 


Los op met de som-productmethode. 


1 x?4+x-6=0 
3 X°+8x+7=0 


5 x°—-6x4+8=0 


7 x°+7x-18=0 


9 x'+9K+22=0 


11 2x? 16x-30=0 


10 


12 


x-2x-8=0 


x°-5x-24=0 


x°-4x-32=0 


x?-1lx+28=0 


xt 2x424=0 


3x +15x+42=0 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen rosauct| 


aA 


Verbind de tweedegraadsvergelijkingen met de bijbehorende oplossingen. 


x*-2x-8=0 « . =d x=3 
x'-x-12=0 & . x=2 x=3 
x°+5X4+6=0 « . x=3 x= 
x’+x-12=0 © . x=2 x=4 
x?-6x+8=0 « . x=3 x=4 
x°-5X+6=0 e . =d x= 
x'-x-6=0 ee x= x=4 
X°+6x48=0 « e x= x=-3 
x'tx-6=0 e . x=3 x=2 
x°+7X+12=0 « . x= x‚=3 


ade 
Vanaf dezelfde plaats slaan een tennisspeelster en een honkballer een bal. De formules 


beschrijven de banen van de ballen. 


1 
Tennisbal h= rr — 285 — 60) 


5( 


1 
Honkbal h=—__(s?— 385 — 80) 
100 


h: hoogte in m 
s: horizontale afstand in m 


1 Wie slaat de bal het verst? 


2 Wat is het verschil in afstand tussen beide slagen? 
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43 (A) B) 


Een kogelstoter stoot de kogel volgens een parabolische baan. De formules beschrijven de banen 
van zijn beste twee worpen. 


1 

Eerste worp h=—— (s?—14s— 32) 
20 
| 

Tweede worp A= 0e —12s— 28) 


h: hoogte in m 
s: horizontale afstand in m 


1 Welke worp is de beste? 


2 Wat is het verschil in afstand tussen beide worpen? 


«B 


De tweedegraadsfuncties hebben twee nulwaarden. Al deze nulwaarden staan onder en naast 
het rooster. Elk vakje verwijst naar twee nulwaarden. Vul deze vakjes in met de letters die bij de 
functies staan. Welk woord vormen ze? 


1 a 


fa)=ax-x Lb 


fa)=x+x-2 KJ 


fa)=x°+3x+H2 U 


Ja)=x*-Axt3 r 


fa)=x?-x b 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen | slot 


fa)=x°—5x+4 a 


fa) =x° +2 o 


f)=2x°-2x-3 r eeen 


fW)=x*-x-2 e denn ed eee 


fa)=x°-3x+2 a, 


fa)=x* 3x 4 8 


fa) =-x +Ax Pp 


45 


Los op met de meest geschikte oplossingsmethode. 


1 (4-3(r+3)=(r+2)? 2 (7x-3)(x-2)=0 
3 5x°=4x+12 4 (x+3)?=(x-—3)? 
5 —x?+10x-25=0 6 (x-5)(x+3)=-7 
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9 Ax=x? 


1 e+2'+(x-2)?=0 


13 x(x+2)=3(x+2) 


8 x°—16x=-39 


10 1-9x?=0 


12 2lx+2)=x +5 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen | ‚loco 


1 
15 gr-+1=0 16 (x?-2x+1) (£?+2x+1)=0 


46 A) Bj 


Los op naar x met de meest geschikte methode. 


1 x?+px-6p?=0 2 x°—6px+p°=0 


3 x?-p?=0 4 (x-p)'=(x-g)* 


5 XP +Pr=qX 6 x-—2Wpx+p-g=0 
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DP Drietermen van de tweede graad ontbinden 


7 a 


Ontbind in factoren. Verbind de stippen. 


x.-3x= . « verschil van twee kwadraten ontbinden 
xt-4=, . « volkomen kwadraat ontbinden 
xit+6xtI= . « _gemeenschappelijke factor x afzonderen 


Ontbinden van ax? + bx + c 


Als x, en x, de wortels zijn van de tweedegraadsvergelijking ax* + bx +c=0, dan is: 


ax +bx+ce=alx- xxx) 


Bewijs 
ax? +bx+e 
sen Li G 
zal +Xt+— a buiten haakjes brengen 
an 
5 b 
dellen S dele 
a a a a 
=alx?—sx+p) som-productformules 
z=alx-(x,+x)ata, vx) sex, tx, en p=tox, 
zal AKAH) distributieve eigenschap 
zal? rx) — (xxx) termen groeperen per 2 
=alxx-x)- xxx) elke tweeterm ontbinden in factoren 
=alx-x)(x-x,) gemeenschappelijke factor (x - x,) afzonderen 


Voorbeelden 


We ontbinden x? —7x+ 12 en 2x° +9x+7 in factoren. 


x-7x+12 REAL ONE p 4 
=1(x-3)(x-4) a=l X,=3 X=4 
=(x-—3)(x-4) 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Veeel 


2x +947 Wrmt7=0 D=5 mel Hed 
= des — E) az? x=l n=-7 

=Uxt v(+ d> 7) 

=(x+1)2 (- + 2) commutatieve eigenschap 

=(X+I)(2x+7) distributieve eigenschap 

Merk op 


Als D=0, dan is x,=x,. 


ax +bxte=alx- xxx) zal) 


Als D <0, dan zijn er geen wortels. 


ax? + bx+ cis niet te ontbinden in factoren. 


ss al 

Ontbind indien mogelijk in factoren. 
1 12x°-3x . 

2 4x? 20x+25 


3 16x*—25 . 


4 3x? +24x+48 


5 —4x?+12x-9 


6 x°+2x+10 


7 x°—8x-9 
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8 4x°+17x-15 


r 
de 
Vervolledig de vermenigvuldigingstabel. Ontbind eerst de drietermen. Vul de verkregen 
veeltermen van de eerste graad in. Bereken de ontbrekende producten en vervolledig het rooster. 


x°+13x+ 30 
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50 (A) (ej 


1 Teken een bergparabool en een dalparabool die de x-as snijden in de punten (1, 0) en (3, 0). 


J 


jn 


[ 
| 
| 
| 
| 
| 
KJ 1| id 
mi 
| 
| 
if 
| 
| 
| 


2 Hoeveel parabolen kunnen we zo tekenen? 


3 Schrijf het algemeen voorschrift van deze parabolen in de vorm f(x) = ax®* + bx+c. 


51 (A (a) 


Een parabool snijdt de x-as in de punten A(—6, 0) en B(6, 0) en snijdt de y-as in het punt C(O, 9). 
Bepaal het voorschrift van de parabool. 


Lol 


Eee Tweedegraadsfuncties 


52 A (aj 


Een parabool raakt de x-as in het punt A(5, 0) en snijdt de y-as in het punt B(O, —7). 
Bepaal het voorschrift van de parabool. 
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D Bikwadratische vergelijkingen 


Vergelijkingen van de vorm ax“ + bx* +c =0 


Vergelijkingen van de vorm ax’ + bx° + c= 0 met a #0 noemen we bikwadratische vergelijkingen. 
Deze vergelijkingen kunnen we oplossen door ze te herleiden tot tweedegraadsvergelijkingen. 


Voorbeeld 


In de bikwadratische vergelijking vervangen we x* door y en verkrijgen zo een 
tweedegraadsvergelijking in y. 


4x 5x? +1=0 bikwadratische vergelijking 
4y*—5y+1=0 x° vervangen door y 

1 
y=l of y= 7 tweedegraadsvergelijking oplossen 

1 

x=l rt y vervangen door x? 

1 1 
x=l of x=-l x= 5 of x= 5 tweedegraadsvergelijkingen oplossen 


53 
Los op. 


1 x'—10x?+9=0 


2 x°—20x’+64=0 


103 


104 
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3 x°-4x?+3=0 


4 x'+x°-6=0 


5 36x*-25x°+4=0 


6 2x'+x2-6=0 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


54 (A) (ej 


Een zandbank steekt bij laagtij 3 meter boven de zeespiegel uit en ligt bij hoogtij een meter onder 
water. De vorm van de zandbank bij hoogtij is te beschrijven met de formule 
y=—0,000001x* +0,0004x® — 1 waarbij x en y afstanden in meter voorstellen. 


Wat is de zichtbare lengte van de zandbank bij laagtij? 

Los op met ICT. 

Stel het kijkvenster van de grafische rekenmachine in als volgt: 
Krin = 100, Ar = 100, Yo, = TS CN Yi =S 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


DP Coördinaten van snijpunten van twee grafieken 


ss we) 


Een eend vliegt op van de grond en stijgt met een snelheid van 2 m/s. Een havik die komt 
overgevlogen op een hoogte van 24 m, bemerkt het opvliegen van de eend en maakt onmiddellijk 
een duikvlucht. 

De hoogte van beide vogels kunnen we berekenen met de functievoorschriften: 


Havik h,=24—5t® h: hoogte in m £ tijd ins 
fL)=24—5t" 

Eend _h‚=2 h;hoogte in m t tijd in s 
g)=2 


hoogte / (m) 


24 


20 + + } 


tijd £(s) 
1 Teken de grafiek van de functie g. 
2 Lees op de grafiek de coördinaten van het snijpunt S van beide grafieken af. S( sane 
3 Bereken de functiewaarde van f en g in a, de eerste coördinaat van het snijpunt S. 
fa)=fl……J)= 
g(a)=gl……)= 
4 Is f(a)=g(a)? 


5 Vulaan. 


De eend wordt geslagen na seconden op een hoogte van meter. 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen EER 


Berekening van de coördinaten van een snijpunt van twee grafieken 


Omdat de coördinaten van een snijpunt van twee grafieken niet altijd nauwkeurig af te lezen zijn in 
een assenstelsel, moeten we deze ook kunnen berekenen. 
Eerste coördinaat 


De eerste coördinaat van het snijpunt van de rechte en de parabool uit de instap berekenen we 
door de hoogte van de eend en de havik gelijk te stellen. We lossen de verkregen vergelijking op. 


JO =g(4) 
Uu=24-5t" 
5t2+24=24 beide leden vermeerderen met St 
Bt +24 24=0 beide leden vermeerderen met -24 
D=2°-4"5"(-24)=484 D=b- ac 
ets a+ 0, gesteld bvo 
d Da 10 10 '___2a 1 2ä 
tz EE = En =-2,4 dit is geen oplossing omdat een tijd een positief getal is 


De oplossing /, =2 is de eerste coördinaat van een snijpunt en geeft aan dat de eend wordt geslagen 
na 2 seconden. 


Tweede coördinaat 


De tweede coördinaat van het snijpunt met 2 als eerste coördinaat, is gelijk aan de functiewaarde 
van zowel fals g voor t=2. 


f2)=2-2=4 en _ gl2)=24-5-2?=4 


De tweede coördinaat van het snijpunt geeft aan dat de eend wordt geslagen op een hoogte van 
4 meter. 


56 (Aj ls) 


Lees de coördinaten van de snijpunten van de rechten met de parabool af. 
7 5 _ 
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57 (A) B) 


Bereken de eventuele snijpunten of het raakpunt van de grafieken van de functies fen g. 


Controleer met ICT. 
1 fw)=x 5x en gl0)=4 2 f)=x*-3x+2 en gl0)=A+1 
3 flx)=3X°-3x+H2 en glx)=rx-4 4 flx)=2°-3x-4 en glx)=22-1 
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58 


Bereken de eventuele snijpunten of het raakpunt van de grafieken van de functies fen g. 
Controleer met ICT. 


1 f)=x?+4 en glx)=2?+7 2 fa)=x?+5x en gl)= A? +5X 


3 f)=2x°-5x+6 en glx)=x +24 4 flr)=x?-Axt7 en gl)=x?+4r-1 
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Snijpunten van grafieken bepalen 


We bepalen de coördinaten van de snijpunten van de parabool y = x* — 7 en de rechte y = -x — 1. 


TEXAS INSTRUMENTS 
We tekenen de parabool en de rechte in het standaardkijkvenster. 
m [Y=] 2-7 [ENTER] -x-1 [ZOOM] [6: ZStandard) 


We bepalen het eerste snijpunt door de volgcursor in de omgeving van dit snijpunt te plaatsen. 
m_(2ND][CALC] (5: intersect) [ENTER] (ENTER) [tot links boven het snijpunt) [ENTER] 


Vaerkedl 


2: zero 

58 minimum 
4: maximum 
intersect 
dar dx 

Pe Sf Cddx 


First curve? 
Kzû 


Intersection 
Kar ltd 


We bepalen het tweede snijpunt door de volgcursor in de omgeving van dit snijpunt te plaatsen. 


m (2ND][CALC] (5: intersect) [ENTER] (ENTER) [De : tot rechts onder het snijpunt) [ENTER] 


Vizk 2-7 


First curve? 
="2878723 WVz1,0727821 


Intersection 
Kze 


ol +2 
"8878723 (V=1.9787234 


De coördinaten van de snijpunten zijn (-3, 2) en (2,3). 


CASIO 


We tekenen de parabool en de rechte in het standaardkijkvenster. 
m [MENU] [3: GRAPH] x2—7 [EXE] —x-1 [EXE] [SHIFT] [V-Window] (F3: STD) [EXE] [F6: DRAW] 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


We berekenen de snijpunten. 
m_ (SHIFT) [G-Solv] (F5: ISCT] [D-] 


ROOT (MAX IN 


De coördinaten van de snijpunten zijn (-3, 2) en (2, —3). 
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Bepaal met ICT de eventuele snijpunten of het raakpunt van de grafieken van fen g. 


1 fla)=x°-—3x+2 en 
2 f)= IH en 
3 fla)=x?-x+6 en 
4 fla)=Ax?-Sx+9 en 
5 fw)=x?+4 en 
6 flx)=x*+Ox+5 en 


7 flw)=xt Ax +7 en 


0) == 1 
gr 4 

86) =-7x-3 

gw) =4 
g()= 2x +7 
ZW) = 2 +23 


g(x) == +41 


Ee) Tweedegraadsfuncties 


60 (A) B) 


Eén van de spectaculaire attracties in circus Pipo is Paolo Kanonbolo, de menselijke kanonskogel. 
Paolo beschrijft tijdens zijn vlucht een parabolische baan en belandt op 10 m van zijn vertrekpunt 
in een vangnet. De hoogte van Paolo kunnen we berekenen met de formule: 


h=—0,085?+0,85+2 h: hoogte in m s: horizontale verplaatsing in m 


Los op met ICT. 


1 Vanaf welke hoogte wordt Paolo weggeschoten? 


2 Hoe hoog hangt het net waarin Paolo opgevangen wordt? 


3 De tribunes in de circustent zijn 3,5 m hoog. Bij welke horizontale afstand is Paolo op de 
hoogte van de tribunes? 


4 Op welke horizontale afstand bereikt Paolo zijn maximale hoogte? Wat is die hoogte? 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen osauct| 


DP Problemen oplossen 


Schrijf de trefwoorden en de doe-opdrachten in de vakjes zodat een stap-voor-stap 
oplossingsmethode voor problemen ontstaat. 


oplossing probleem antwoord vergelijking 


oplossen van de vergelijking formuleren van hetantwoord _ opstellen van een vergelijking 


Problemen oplossen 


Om problemen op te lossen met tweedegraadsvergelijkingen 
«kiezen we de onbekende en vertalen het probleem in wiskundetaal; 
«stellen we een vergelijking op en berekenen we de onbekende; 


«formuleren we een antwoord. 


Voorbeeld 

De kleine en de grote wijzer van een uurwerk verschillen 2 mm in 
lengte. Om 3 uur is de afstand tussen de wijzerpunten precies 10 mm. 
Wat is de lengte van de wijzers? 
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1 We kiezen de onbekende en vertalen het probleem in wiskundetaal. 
lengte van de kleine wijzer in mm: x 
lengte van de grote wijzer in mm: x+2 
afstand in mm tussen de wijzerpunten: 10 


2 Westellen een vergelijking op en berekenen de onbekende. 


x2+(x+2)?=10? stelling van Pythagoras: 
om 3 uur zijn de wijzers de rechthoekszijden van een rechthoekige driehoek 
xx t4xt4=100 kwadraat van een tweeterm 
2x°+4x 6 =0 beide leden vermeerderen met —100 
x+2x-48=0 beide leden vermenigvuldigen met ï 
D=2?-4"1-(-48)=196 D=br-4ac 
b+ vo =b- o 
2a 2a 


dit is geen oplossing omdat een lengte een positief getal is 


3 We formuleren een antwoord. 


De wijzers van het uurwerk meten 6 mm en 8 mm. 6+2=8 


62 (AB) 


Het product van twee opeenvolgende gehele getallen is 306. Bepaal deze getallen. 
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63 


De som van de kwadraten van twee opeenvolgende natuurlijke getallen is gelijk aan 1013. Bepaal 
deze getallen. 


64 (Aj lB) 


Het verschil van het kwadraat van een getal en het getal zelf is gelijk aan 506. Bepaal dit getal. 
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65 (A) B) 


Als we de zijde van een vierkant verdubbelen, dan wordt de oppervlakte 300 m* groter. 
1 Maak een tekening. 


2 Bereken de oorspronkelijke zijde. 


66 A B) 


De schuine zijde van een rechthoekige driehoek is 35 cm. Het verschil van de lengten van de 
rechthoekszijden is 7 cm. 


1 Maak een tekening. 


2 Bereken de lengte van de rechthoekszijden. 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen Hoofdstuk 1 


7 de 
De oppervlakte van een rechthoek, waarvan de lengte 7 m groter is dan de breedte, is 2058 m?°. 


1 Maak een tekening. 


2 Bereken de afmetingen van de rechthoek. 


68 Als) 


De basis van een driehoek is 12 cm groter dan de hoogte. De oppervlakte is 294,5 cm? 
1 Maak een tekening. 
2 Bereken de basis van de driehoek. 
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dà 
Om een terras te vloeren, hebben we 1215 vierkante stenen nodig. Dezelfde oppervlakte kunnen 
we vloeren met 960 vierkante stenen die 5 cm groter zijn. 


1 Maak een tekening. 


2 Bereken de oppervlakte van het terras. 


L 
Ee 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen ost 


Uitdagingen 


Het verschil tussen stenen die met de hand uit rotsen werden gehouwen en stenen in 
beton, is nog nauwelijks merkbaar. Het prijsverschil daarentegen is niet gering. Daarom 
koos Oscar uit een ruim assortiment betonvariaties één van de volgende steensoorten 
met een vierkant bovenvlak. 


8 X8X8cm 

1 X 11 X 6 cm 
16 X 16 X 7 cm 
22 X 22 X 8cm 


Oscar heeft berekend dat hij juist 1500 klinkers nodig heeft om zijn terras van 4,8 X 8 m 
te betegelen. 


1 Stel een vergelijking op waarmee we de onbekende zijde x van de klinkers kunnen 
berekenen. 


2 Welke steensoort heeft Oscar gekozen? 
zie pagina 270 
De lengte van een rechthoek is 10 cm. Als we de afmetingen van de rechthoek 


vermeerderen met zijn breedte b, dan vergroot de oppervlakte van de rechthoek met 
factor 5. 

1 Wat is de oppervlakte van de kleine rechthoek in functie van b? 

2 Wat is de oppervlakte van de grote rechthoek in functie van b? 


3 Wat is het verband tussen de twee oppervlakten? 


4 Wat is de oorspronkelijke breedte b van de rechthoek? 


zie pagina 270 
Het pijnstillend effect van het medicament Delta-Med kunnen we beschrijven met de 
formule w= BEE En 200, 
C) 3 


Hierin stelt w de tijdelijke werking van een tablet voor uitgedrukt in percenten en de 
tijd uitgedrukt in uren. 


1 Hoelang duurt de werking van een tablet Delta-Med? 


2 Wanneer is de werking maximaal? 
zie pagina 271 
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Hoe kunnen we met behulp van een meetlat de inhoud van een fles met platte bodem 
bepalen? Dit probleem kunnen we oplossen door de hoogte van de vloeistofkolom in 
de fles te meten, de fles om te keren en de hoogte van de ruimte boven de vloeistof te 


meten. 
h, | 
d 


1 Het volume van de vloeistofkolom vermeerderd met het volume van de luchtkolom 
is gelijk aan het volume van de fles. Stel een formule op om het volume van de fles te 
berekenen in functie van h,‚h, en d. 


2 Bepaal de diameter d van een literfles die gedeeltelijk gevuld is met spuitwater en 
waarvan de gemeten hoogten Jh, en h, respectievelijk 13 em en 7 cm zijn. 
zie pagina 272 
Bepaal de oppervlakte van het vierkant met twee hoekpunten op de x-as en de 


andere hoekpunten op de parabool met vergelijking y= zr +3, 


dÁ 


0 


(A) 9 (B) 16 (Cc) 24 (D) 27 (E) 36 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 

zie pagina 272 
Bereken voor elk glasraam x in functie van r. 
1 2 


zie pagina 273 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen out 


Schrijf een programma waarmee we de discriminant D en de wortels x, en x, van een 
tweedegraadsvergelijking ax° + bx + c=0 kunnen berekenen. 


zie pagina 274 
De vergelijking a°x* + ax + 2=0 heeft voor elk reëel getal a 
(A) 0 reële oplossingen. 
(B) 1 reële oplossing. 
(C) 2 reële oplossingen. 
(D) oneindig veel reële oplossingen. 
(E) een aantal reële oplossingen dat afhangt van a. 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 276 
Los op. 
bed Lil 1 
BE En rd 
Dg Sl 
bid Ket LL 
zie pagina 276 


In een open ruimte staan twee luidsprekers A en B opgesteld op 8 m van elkaar. De 
geluidsintensiteit van luidspreker A is 64 decibel. Bij luidspreker B wordt 36 decibel 
gemeten. Zonder rekening te houden met een mogelijke weerkaatsing van het geluid 
kunnen we de intensiteit of geluidssterkte beschrijven met de volgende formules en 
bijbehorende grafieken. 

S,: geluidssterkte in dB - luidspreker A 

S,: geluidssterkte in dB - luidspreker B 

1 x: plaats van de waarnemer op de x-as van 
LuidsprekerB _S,=36 — ze —8)? het assenstelsel 


Luidspreker A _S,=64— rd 


S(dB) 


36 


oja B 
2 8 x(m) 


1 Tot hoe ver is elke luidspreker afzonderlijk hoorbaar? 


2 Werken de luidsprekers A en B samen, dan ontstaat een stereo-effect. 
Hoeveel decibel krijgen we te horen als we halverwege tussen A en B staan? 


3 Bereken op welke plaats we A en B horen met dezelfde geluidssterkte. 


Hoeveel decibel is deze geluidssterkte? zie pagina 277 
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1) In een orthonormaal assenstelsel begrenzen de parabolen met vergelijking 
y=x?-4x-5 en Vn ne) 

een gebied. Wat is de oppervlakte van de kleinste rechthoek, met zijden evenwijdig aan 

de coördinaatassen, die dat gebied omvat? 

(A) 18 (B) 27 (C) 54 (D) 72 (E) 81 

Vlaamse Wiskunde Olympiade 

zie pagina 279 

® Los de tweedegraadsvergelijking in x op. 


1 xp tg) p tg" +p gt =0 


2 pax'+(2pg-p-g)xtpg-p-q+1=0 
zie pagina 280 


Bepaal de plaats van het punt P op de diagonaal van het bovenvlak van de balk zodat 
de groene driehoek rechthoekig is. 


zie pagina 281 


Welke parabool is de grafiek van een tweedegraadsfunctie f(x) =ax® + bx+c 
met a, ben c strikt positief? 


4 ZL IM 


(A) (B) (9) 


(D) (E) 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 281 


122, 


17 


20 
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1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen ete 


De vierkantsvergelijking ax? + bx + c=0 heeft wortels x, en x,. 


Zij ox? + Bx + 1=0 de vergelijking met wortels Xen ken dan is B gelijk aan 
% % 
pb? bp 2 2 b 
(A) 2-—— (B) —-2 (C) gE (D) Jen (E) —-2 
ac ac @ 6 C 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 282 


Bepaal de coördinaten van het snijpunt van de parabolen voor a = 1 en voor a= 2. 


1 p,ey=(x+ta)? 2 p,ey=(x+4)? 
p;oy=(-a)? proy=-a 


zie pagina 283 


Voor het vervaardigen van een blikje frisdrank is 264 cm° materiaal nodig. Bereken de 
diameter van het blikje als de hoogte 11 cm is. 

zie pagina 283 
Het licht van een vuurtoren is 20 km ver te zien. Bereken de hoogte van de vuurtoren 
als we rekening houden met de kromming van het aardoppervlak. We beschouwen de 
aarde als een bol met straal 6370 km. 

zie pagina 284 
De omtrek van een voetbalveld is 356 m. De grootste afstand tussen twee 
hoekschopvlaggen is 130 m. Bereken de afmetingen van het veld. 

zie pagina 284 
Een tennisveld is 24 m lang en 11 m breed. Rond het veld komt een afsluiting. De zone 
tussen de afsluiting en de kortste zijde van het veld is dubbel zo breed als de zone 
tussen de afsluiting en de langste zijde van het veld. Hoeveel meter omheining moet er 
besteld worden als de totale oppervlakte binnen de omheining 612 m? is? 

zie pagina 284 
De overkapping van een sporthal is parabolisch. De hal is 36 m breed en 9 m hoog. 


Los op met ICT. 
1_Hoe hoog zijn de steunbalken die op 6 m van de zijkant staan? 


2 Hoe lang zijn de dwarsbalken die 8 m boven de grond de zijkanten verbinden? 

zie pagina 285 
Mini en Maxi moeten elk 1200 kg zand met een kruiwagen vervoeren. Per rit vervoert 
Maxi 20 kg meer dan Mini. Hierdoor moet hij 5 keer minder heen en weer rijden. 


Hoeveel zand vervoeren ze elk per keer? 
zie pagina 286 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


On | | Vraag & antwoord 


124, 


en 
© 


Wat is een nulwaarde van een functie f? 


Elk origineel x waarvoor de functiewaarde f(x) nul is. 


Hoe herkennen we de nulwaarden van een functie op de grafiek? 


De nulwaarden zijn de x-coördinaten van de snijpunten van de grafiek met de x-as. 


Hoeveel nulwaarden heeft een tweedegraadsfunctie hoogstens? 
2 


Hoeveel nulwaarden heeft een tweedegraadsfunctie waarvan de grafiek de x-as raakt? 
1 


Een tweedegraadsfunctie heeft geen nulwaarden. Hoeveel snijpunten heeft de parabool 
met de x-as? 


De parabool heeft geen snijpunten met de x-as. 


Geef een andere benaming voor een tweedegraadsvergelijking. 


Kwadratische vergelijking of vierkantsvergelijking. 


Hoe lossen we een tweedegraadsvergelijking van de vorm a « b=0 op? 


We stellen elke factor gelijk aan nul en lossen de verkregen eerstegraadsvergelijkingen 
op. 


Wat zijn de oplossingen van (x—6)(x+ 3) =0? 
x=6 of x=-3 


Geef het voorschrift van een tweedegraadsfunctie waarvan deze oplossingen de 
nulwaarden zijn. 


f(x) = (x — 6)(x + 3) 


Onder welke voorwaarde is een tweedegraadsvergelijking ax? + bx + c= 0 onvolledig? 


Als de coëfficiënt b of c (of allebei) gelijk is aan nul. 


Wat is de oplossing van een vergelijking van de vorm ax? =0? 


x=0 


Hoe lossen we een vergelijking van de vorm ax® + bx=0 op? 


Door de gemeenschappelijke factor x af te zonderen. 


1.2 - Nulwaarden en tweedegraadsvergelijkingen ee 


Hoe lossen we een vergelijking van de vorm ax? +c=0 op? 


Door x° te isoleren. 


Hoe noemen we een tweedegraadsvergelijking waarin geen enkele coëfficiënt gelijk is 
aan nul? 


Een volledige tweedegraadsvergelijking. 


Met welke formule berekenen we de discriminant van de tweedegraadsvergelijking 
ax? +bx+e=0? 


D =b? - 4ac 


Wat is het aantal oplossingen van een tweedegraadsvergelijking met discriminant D? 
Als D > 0, heeft de vergelijking twee verschillende oplossingen. 

Als D = 0, heeft de vergelijking één oplossing. 

Als D < 0, heeft de vergelijking geen oplossingen. 


Geef een andere benaming voor een oplossing van een tweedegraadsvergelijking. 


Een wortel. 


Met welke formules berekenen we de wortels van een tweedegraadsvergelijking als de 
discriminant strikt positief is? 
x _-b+vb en x _-b-vD 


1___2a ee | 


Wanneer heeft een tweedegraadsvergelijking twee gelijke wortels? 
Als de discriminant gelijk is aan nul. 
Met welke formule berekenen we deze dubbele wortel? 
x=X,= ze 
2a 


Schrijf de som-productformules voor een tweedegraadsvergelijking ax* + bx + c=0 met 
x,‚ en x, als wortels. 


= c 
XIN=— ON K°X,=— 
B LE 


Schrijf een ontbinding van ax? + bx + c als x, en x, de wortels zijn van de 
tweedegraadsvergelijking ax? + bx + c=0. 

ax +bx+c=alx-x)(x-x) 

Geef een voorbeeld van een bikwadratische vergelijking. 

+2 +1=0 


Ee) Tweedegraadsfuncties 


| 13 | | Verloop en tekenonderzoek 


DP Verloopschema 


1 a 


Tijdens een partijtje zaalvoetbal trapt Bjorn de bal volgens een parabolische baan die we kunnen 
beschrijven met de formule: 


h=0,ls"+s h: hoogte in m s: horizontale afstand in m 


hoogte / (m) 


4 
0 1 2 4 5 6 7 8 9 10 
horizontale afstand s (m) 
1 Vul in met <,=of >. 
a De bal bereikt een maximale hoogte als s 5m. 


b De balstijgtalss …… 5m. 
c De bal daalt als s 5m. 


2 Wat is de maximale hoogte van de bal? 
3 Duid het stijgen en dalen aan met de pijltjes —” en “a. 


horizontale afstand s (m) | 5 


hoogte / (m) | 
maximum 


4 Op welke afstand botst de bal op de grond? 
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1.3 - Verloop en tekenonderzoek Weena 


Verloopschema van een tweedegraadsfunctie opstellen 
Om het verloop of het stijgen en dalen van een tweedegraadsfunctie te kennen, bepalen we de 
vorm van de bijbehorende parabool en de coördinaten van de top. 


De grafiek van f(x) = ax? + bx + c met a > O is een dalparabool en met a < 0 een bergparabool. 


De coördinaten van de top zijn BO fi) Eon 5 
2a 2a 


a>0 


b b 
De functie is dalend voor x < en stijgend De functie is stijgend voor x< et dalend 
a a 
b ar 8 b , 4 
voor x> — aid De minimale functiewaarde voor x> Eon: De maximale functiewaarde 
a a 
b le b à 
dl Wor noemen we het minimum van de Hil Wor noemen we het maximum van de 
a a 
functie. functie. 


Schematisch stellen we het verloop van een functie voor met een verloopschema. Het dalen en 
stijgen duiden we aan met pijltjes. 


Un Us 
dé 2a Zi 2a 
1 | De 2) Ba 1e ZE) 


Voorbeelden 
We stellen het verloopschema op van de functie f(x) =x* + 2x +3. 


Het functievoorschrift is van de vorm f(x) = ax* +bx+cmeta=—l,b=2enc=3. 


De grafiek is een bergparabool met top (1, 4). - =1 


Maximum 
Kz1.0000008 Iyz4 
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Eeen) Tweedegraadsfuncties 


We stellen het verloopschema op van de functie f(x) =2(x+ 3) +1. 


De grafiek is een dalparabool met top (-3, 1). 


T(p,a) 


Het functievoorschrift is van de vorm f(x) = al(x—p)*+q met a=2,p=-3eng=1. 


Minimum 
Kz"3.000002 IVzi 


Ge 


Stel het verloopschema op. 


1 f)=-2Ax-3)*+1 


2 fd) =W+5)"-2 


: de 


Stel het verloopschema op. 


x x 
Je) Ja) 

3 flx)=3(x- 1) -5 4 f@)={x+1)? +4 
x x 
fG) fe) 
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1 fla)=x? 4x 2 fa)= A +x-3 
x x | 
Jo) | 6) 


1.3 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


3 fla)? Ax+5 4 fa)=x* 3x 4 
x x 
1 7 | 


de 


Vink het verloopschema van de functie f(x) = 1 —x* aan. 


x 1 x 1 x 0 


10 DN 0 ZZ sl 0 ON SPIN 0e LZ 


solo NN SON 1 ZIN 


sd 


Vink het verloopschema van de functie f(x) =—(x— 2)(x— 4) aan. 


x 2 4 x 2 x 4 


So Zo OMZ 0 NN OSOIN 0 


fx 


x 0 x 3 x 3 


SOINS 3 ZZ SON 0 A SOZ 1 NS 
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Ee Tweedegraadsfuncties 


se 


De hoogte van een luchtballon kunnen passagiers meten met een hoogtemeter. Met de 
meetresultaten kan een formule opgesteld worden die de hoogte van de ballon beschrijft in 
functie van de tijd. 


1_De formule 1=0,5f* — t+ 1 met 0 <4 <2,5 beschrijft de vlieghoogte van een ballon gedurende 
het tijdsinterval dat er gemeten werd. Teken de grafiek. 


hoogte Jh (km) 


2,5 
tijd £ (h) 


2 Wanneer bereikt de ballon een minimale hoogte? 


3 Wat is de minimale hoogte van de ballon? 


4 Stel het dalen en het stijgen van de ballon voor met een verloopschema. 


tijd £ (h) | 


hoogte / (km) | 


13 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


de 


Een muziekhandelaar stelt vast dat de bedrijfsinkomsten uit cd's afhankelijk zijn van hun 
verkoopprijs. Op dit moment staan de cd's 8 euro geprijsd. De handelaar wil van zijn boekhouder 
weten of een verhoging van de verkoopprijs ook een toename van het omzetcijfer oplevert. Voor 
de berekening van de bruto-omzet hanteert de boekhouder de volgende formule en grafiek: 


B=25p-p? B: bruto-omzet per dag in euro p: verkoopprijs in euro 


bruto-omzet B (euro) 


200 


100 


verkoopprijs p (euro) 


1 Bereken de bruto-omzet bij een verkoopprijs van 8 euro. 


2 Zal de omzet stijgen of dalen als de handelaar de prijs met 2 euro verhoogt? Met hoeveel? 


3 Voor welke verkoopprijs is de omzet maximaal? 


4 Hoe groot is de omzet dan? 


5 Stel de evolutie van de bruto-omzet voor met een verloopschema. 


verkoopprijs p (euro) | 


bruto-omzet B (euro) | 
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ae Tweedegraadsfuncties 


da 


Vanaf een klip schiet Woutje een kei weg met zijn katapult. De hoogte van de kei boven het 
zeeniveau kunnen we berekenen met de formule: 


h=-5t*+15t+30 h: hoogte in m &tijdins 


1_Na hoeveel seconden valt de kei in zee? 


2 Gedurende hoeveel seconden stijgt de kei? 


3 Wat is de maximale hoogte van de kei? 


4 Hoelang daalt de kei? 


5 Stelde verandering in hoogte van de kei voor met een verloopschema. 


tijd # (s) | 


hoogte / (m) | 
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1.3 - Verloop en tekenonderzoek rosa 


A 


Sander heeft 8 m kippengaas gekregen van een buurman. Hij wil een zo groot mogelijke 
rechthoekige kippenren maken. 


1 Vul de afmetingen op de tekening aan. 


2 Met welke oppervlakteformule kan Sander de onbekende breedte berekenen? 


3 Wat zijn de afmetingen en de oppervlakte van de grootste kippenren die Sander kan maken? 


4 Stel de verandering in oppervlakte voor met een verloopschema. 


breedte x (m) 


oppervlakte A (m?) 


Hannah kan een grotere kippenren maken als ze een zijde van de tuinmuur mag gebruiken. 
5 Vul de afmetingen op de tekening aan. 


6 Met welke oppervlakteformule kan Hannah de onbekende breedte berekenen? 
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Eeen) Tweedegraadsfuncties 


7 Wat zijn de afmetingen en de oppervlakte van de grootste kippenren die Hannah kan maken? 


8 Stel de verandering in oppervlakte voor met een verloopschema. 


breedte x (m) 


oppervlakte A (m?) 
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1.3 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


DP Tekentabel 


1o a 


Het springen van dolfijnen door een hoepel is een spectaculaire attractie in het dolfinarium. De 
hoogte van de sprong van een dolfijn kunnen we beschrijven met de formule: 


h=—5t?+15t—6,25 h: hoogte boven het waterniveau in m 
t:tijd ins 
hoogte / (m) 


6,25 


1_Op welke diepte begint de parabolische sprong van de dolfijn? 

2 Na hoeveel seconden komt de dolfijn boven water? 

3 Na hoeveel seconden duikt de dolfijn terug onder water? 

4 Hoelang blijft de dolfijn boven het wateroppervlak? 

5 De periode waarin de dolfijn zich boven of onder het wateroppervlak bevindt, kunnen we 
schematisch weergeven. Vul de tabel aan met de ontbrekende nulwaarden en duid de positieve 


en de negatieve hoogten aan met + en —. 


tijd # (s) | 


hoogte h (m) | 0 0 


6 Verbind de ongelijkheden A <0 en # > 0 met de tijdsintervallen aangegeven in de tabel. 


h<o h>0 
. . 
1<0,5 t>0,5 t<2,5 t>2,5 0,5<4<2,5 
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Hoofdstuk 1 Tweedegraadsfuncties 


Tekentabel van een tweedegraadsfunctie opstellen 


Als we het teken van een tweedegraadsfunctie onderzoeken, gaan we na voor welke originelen de 
functiewaarden positief, negatief of nul zijn. 


Om het teken te kennen, bepalen we de nulwaarden en de vorm van de parabool. 
Schematisch stellen we het teken van een functie voor met een tekentabel. Positieve 


functiewaarden duiden we aan met + en negatieve functiewaarden met -. 


We onderscheiden zes mogelijke gevallen. 


a>0 D>0 D=0 D<0 
Ik Ì | 9 
1 1 
0 1 X x Ol 1 x 
X X % X %, X 
fo + O0 — O0 + SD + 0 + fa) + 
a<o D>0 D=0 D<0 
4 Dl / 
1 1 1 
0 OA % x Ol 1 jaN x 
X X %, X X, X 
fa) O0 + O0 — SA) — 0 — fa) — 


Een tweedegraadsfunctie heeft buiten de nulwaarden het teken van a en tussen de nulwaarden het 
teken van -a. 


Voorbeeld 
We stellen de tekentabel op van de functie f(x) =x* + 2x —3. 
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x | —& 1 


13 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


x“+2x-3=0 x=1 At 
f0)| + OEE: 
t t teken van a 
a=1>0 
"nde 
Stel de tekentabel op. 
1 ” 
ol 1 x 0 x 
=| | 
Jo 1 | 
3 y 
Pan 
x AN IE: 
| 
7 | 
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LE) Tweedegraadsfuncties 


12 (A) se) 


Vink de tekentabellen aan die niet behoren bij een tweedegraadsfunctie. 


x 5 xXx =] 

1 2 
fa) = 0 + fa) | + 0 
% 0 X —2 

3 4 
fa) — 0 — Sf) | + 0 
% x —1 

5 6 
{a + SD - 0 


13 Aj B) 


Stel de tekentabel op. 
1 JW) =(4+7)(A+HI) 2 flx)=-3x? 
x | x 
fG) fa) 
3 f(x) =5xlx+2) 4 fa)=x+4xt4 
| | 
fo) | fo) 
5 fa)=x°+4x+6 6 flx)=x?+x—20 
| - | 
{@) | fo) 
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1.3 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


14 


Vink de tekentabel van de functie f(x) =—9 —x* aan. 


x 3 3 x 3 
1 2 
SD |+ O0 — O0 + fx) — 0 — 
x =3 Xx 3 3 
3 4 
SL) — 0 — S@) |+ O0 + O0 + 
Xx Xx 3 3 
5 6 
fx) = f@D|- O0 + O0 -— 


sd 


Van tweedegraadsfuncties zijn de coëfficiënten a en de nulwaarden gegeven. 
Vul elke tekentabel in. 


twee nulwaarden: 3 en 4 één nulwaarde: 5 geen nulwaarden 
X X X 
a=l 
fx) Se) fl) 
X X x 
a=2 
/o) 6) {6 


16 Al \B 


Schrijf bij de tekentabel het functievoorschrift van alle bijbehorende tweedegraadsfuncties. 
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Eee) Tweedegraadsfuncties 


Tweedegraadsongelijkheden oplossen met een tekentabel 


Een ongelijkheid van de vorm ax? + bx + c> 0 noemen we een tweedegraadsongelijkheid. 

Een tweedegraadsongelijkheid kunnen we oplossen met een tekentabel. We bepalen de intervallen 
waarin de originelen voldoen aan de ongelijkheid. 
Voorbeeld 

We lossen de tweedegraadsongelijkheid x? —x—6 > 0 op. 
We stellen de tekentabel op van f(x) =x° —x— 6. 


x | 2 3 -x-6=0 x=3 x‚=-2 


JD} + OR 


We lezen de oplossing van de ongelijkheid af. 
x<-2 of x>3 intervallen waarin f(x) >0 : zie tekentabel 


17 (A) B) 


Stel met behulp van de grafiek de tekentabel op en los de ongelijkheid op. 


1 0,5x2-2>0 2 x°-2x+320 


LE4 


1.3 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


1 2 1 
3 otor S 4 —025x°-x-2< 
3 3% 3 0 x-2<0 
Pá y 
of 7 x of 1 x 
x x 
/) {) 


1 1 
5 3 +gr2>0 6 0,25x°+1,5x+2,25 20 


% 


141 


142 


oa Tweedegraadsfuncties 


18 (A) s 


Los op met een tekentabel. 
1 (-I(2r- 1) SO 


dd | 


2 (3-)(x+5)>0 


ú | 


7 x?-x-2<0 


{6 /6) 

3 24) 20 4 {2x-5)*>0 
«| «| 
/) | f6) 

5 x?-10x+16>0 6 x°-5x<0 
«| «| 
/) | 6) 


8 4x°-Ax+1SO 


id | 


{) 


1.3 - Verloop en tekenonderzoek Hoofdstuk 1 


sd 
Voor welke originelen is de functiewaarde f(x) groter dan of gelijk aan de functiewaarde g(x)? 
Duid de oplossing aan op de x-as en geef een omschrijving van de oplossing met een ongelijkheid. 


1 f@)= wed en =d GO) g OAD: inarrmoeraeratenenntmaengdtidn 


d 
4 


2 fw)= ed +4x 5 en g)= zei FONS (CNAB reverse 
J 
TH IR 
0 EJ 
8 
fj 
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Ee) Tweedegraadsfuncties 


20 (A) (ej 


Een tuinarchitect legt een parallellogramvormig grasperk aan in een rechthoekige tuin van 17 m 
bij 7 m. Vanaf een hoekpunt zet hij een afstand x uit op elke zijkant en vindt de hoekpunten van 
het grasperk. De resterende grond wordt beplant met bloemen. 


17m 


1 Stel een formule op voor de oppervlakte van de bloembedden. 


2 Voor welke afstand x is de oppervlakte van de bloembedden gelijk aan 60 m°? 


3 Voor welke afstand x is de oppervlakte van de bloembedden groter dan 50 m?? 
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1.3 - Verloop en tekenonderzoek ost 


| Uitdagingen 


Op een vierkante binnenkoer met een zijde van 10 m worden twee soorten klinkers 
gelegd volgens het patroon in de figuur. Hoe groot moet de basis van de gelijkbenige 
driehoek ABC zijn zodat de oppervlakte van de driehoek maximaal is? 


A 


zie pagina 287 


Een houthakker stelt vast dat de groeisnelheid van zijn sparren afhankelijk is van 
de onderlinge afstand tussen de sparren. Hij plant minstens 9 sparren per are. Met 9 
sparren per are is de gemiddelde groeisnelheid 42 cm per jaar. Voor elke spar die meer 
wordt aangeplant, daalt de groeisnelheid met 2 cm. Bereken het ideaal aantal sparren 
per are zodat er een maximale opbrengst aan nieuw hout is per jaar. 


zie pagina 287 
Uit een zinken plaatje van 10 X 10 cm wordt een vierkant plaatje geponst zoals 
afgebeeld in de figuur. 
10 cm 
bk 
loem | ZH lll 


1 _De oppervlakte van het geponste plaatje is een functie van de maat x. 
Stel een formule op. 


2 Voor welke maat x is de oppervlakte van het geponste plaatje gelijk aan 10 cm°? 


3 Voor welke maat x is de oppervlakte van het geponste plaatje groter dan 5 cm°? 


zie pagina 288 


Tweedegraadsfuncties 


Een paardenfokker wil een rechthoekige weide afbakenen. Hij beschikt slechts over 
100 m afspanning. Het weiland grenst aan de stallingen die in L-vorm zijn gebouwd en 
respectievelijk 10 m en 30 m gevelbreedte hebben. 


1 Stel een formule op voor de oppervlakte van de weide. 
2 Voor welke afstand x is de oppervlakte van de weide groter dan 1000 m?? 


3 Voor welke afstand x heeft de weide de grootste oppervlakte? 
zie pagina 289 


Gegeven zijn de grafieken van de tweedegraadsfuncties fen g. 
A= etS ga)=x-4 


Bepaal alle getallen x die aan de voorwaarde voldoen. 


1 flx)=0 8 g)S<4 
2 f@)>0 9 gr) >-5 
3 f) <3 10 fl) =g(x) 


4 fo) >7 u fm) <gl) 


5 ga)=0 12 g) Sf) 
6 gx)>0 13 fl) >Oeng(x) <0 
7 g@)<-3 14 flx)>Oenglx)>0 


zie pagina 290 
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13 - Verloop en tekenonderzoek a 


4) | Vraag & antwoord 


Maak een overzicht met de zes mogelijke gevallen voor de tekentabel van een 
tweedegraadsfunctie f(x) = ax? + bx + c. 


D 
D>0 D=0 D<o0 
a 
x LA Xx, x x, x 
a>0 
fo)|+ O0 -— O0 + |f(X)| + 0 + f(x) + 
x Xx, Xx, x Xx, x 
a<0 
Bied Os Oh EED > 


Wat moeten we bepalen om het stijgen en dalen van een tweedegraadsfunctie te 
kennen? 


De coördinaten van de top en de vorm van de parabool. 


Hoe noemen we de kleinste functiewaarde in het verloopschema van een 
tweedegraadsfunctie? 


Minimum. 
En de grootste functiewaarde? 
Maximum. 


Onder welke voorwaarde heeft een tweedegraadsfunctie f(x) =ax* + bx + c een 
maximum? 


Alsa <0. 


Wat moeten we bepalen om het teken van een tweedegraadsfunctie te kennen? 


De nulwaarden en de vorm van de parabool. 


Onder welke voorwaarden zijn alle functiewaarden van een tweedegraadsfunctie 
fw) =ax* +bx+e strikt positief? 


Alsa > Oen D <0. 


Welk teken heeft een tweedegraadsfunctie f(x) = ax® + bx + c buiten de nulwaarden? 


Het teken van a. 
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Middelpuntshoek 
Omtrekshoek 
Uitdagingen 
Vraag & antwoord 


„3 Regelmatige veelhoeken en cirkels 


Regelmatige veelhoek 

Pi en de cirkel 
Vergelijking van een cirkel 
Uitdagingen 


el el 


| 2 | | Lijnen en afstanden in cirkels 


P Cirkel 
1 wa 
Een paard op een draaimolen bevindt zich op 3 m afstand van de as van de molen. 


1_Hoe noemen we de baan die het paard tijdens het draaien beschrijft? 


2 Teken deze baan op schaal 1/100. 


De cirkel 


De verzameling van alle punten die op een afstand r van een punt M liggen, noemen we de cirkel 
met middelpunt M en straal r. 


We noteren: cirkel (M, r) 


Welezen: _ de cirkel met middelpunt M en straal 


Merk op 


De benaming straal gebruiken we ook om een lijnstuk aan te duiden dat het middelpunt verbindt 
met een punt van de cirkel. 
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2.1 - Lijnen en afstanden in cirkels Bel 


Lijnen en afstanden in een cirkel 


d 


Het lijnstuk [AB] dat twee punten van de cirkel verbindt, noemen we een koorde. 
Zowel de koorde [CD] als de rechte CD door het middelpunt M, noemen we een middellijn. 


De lengte van een middellijn noemen we de diameter van de cirkel. 
De diameter is gelijk aan tweemaal de straal. d=2r 


Zowel het lijnstuk [MN] als de afstand [MN] van het middelpunt M tot de koorde [AB], noemen we 
het apothema van de koorde [AB]. Een apothema noteren we met de kleine letter a. 


Merk op 
Een cirkel is een puntsymmetrische figuur met het middelpunt als symmetriecentrum. 


Een cirkel is een lijnsymmetrische figuur met een middellijn als symmetrieas. 


Ge 


Verbind elke benaming met de bijbehorende voorstelling op de cirkel en schrijf de ontbrekende 
letters bij de punten. 


middellijn CD « 
straal |[MP/ . 


diameter |AB| _« 


koorde [CE] . 


middelpunt M_« 
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Hoofdstuk 2 BEES 


da 


Teken alle punten die op 2 cm van het punt M en op 3 cm van het punt N liggen. 


1 Hoeveel punten kunnen we tekenen die aan de gestelde voorwaarden voldoen? 
2 Hoeveel punten kunnen we tekenen als [MN] =5 cm? 


3 Hoeveel punten kunnen we tekenen als [MN] > 5 cm? 


de 


Teken drie cirkels die door de punten P en Q gaan. 


Hoe noemen we de rechte waarop de middelpunten van deze cirkels liggen? 
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21 - Lijnen en afstanden in cirkels 


da 


Teken alle cirkels met straal 2 cm die het lijnstuk [AB] als koorde hebben. 


Geef het aantal cirkels. 

1 2 3 
A B A B A B 
Aantal cirkels: Aantal cirkels: Aantal cirkels: 


se 


Gegeven zijn de cirkels (M, 3 cm) en (N, 4 cm). 


1 Teken in elke cirkel een koorde waarvan de lengte 5 cm is. 
2 Teken de apothema’s [MP] en [NQ] van elke koorde. 


3 Welk apothema heeft de grootste lengte? 
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de 
Gegeven is een cirkel met middelpunt M. 


1 Teken drie symmetrieassen van de cirkel. 


Hoeveel symmetrieassen heeft een cirkel? 


2 Teken de symmetrieas van de figuur. 


3 Teken de symmetrieas van de figuur. 


4 Teken de symmetrieas van de figuur. 


8 
waarden is mogelijk voor de lengte van het lijnstuk [MN]? 


(A) 1 (B) 2 (4 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Geef de meest specifieke benaming voor deze symmetrieas. 


Geef de meest specifieke benaming voor deze symmetrieas. 


Geef de meest specifieke benaming voor deze symmetrieas. 


(D) 6 


HOT 


De cirkel (M, 3) en de cirkel (N, 5) hebben geen gemeenschappelijk punt. Welke van de volgende 


(E) 8 


21-Lijnenenafstandenincirkels Witton nae 


8 
Gegeven is een punt A op een cirkel met middellijn mm. Teken een driehoek ABC en een rechthoek 


ABCD die lijnsymmetrisch zijn ten opzichte van m en waarvan alle hoekpunten op de cirkel 
liggen. Geef het aantal oplossingen. 


1 A 2 
A 
m m 
Aantal driehoeken: Aantal driehoeken: 
Aantal rechthoeken: Aantal rechthoeken: 


10 


Teken een cirkel (M, 3 cm). 


1 Teken een willekeurig punt P binnen de cirkel, 
2 Teken door het punt P de kortste koorde [AB] en de langste koorde [CD]. 


3 Geef een andere benaming voor de koorde [CD]. 
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Pee 


11 A) B) 


Het punt Pis het midden van het lijnstuk [AB] met A(2, 5) en B(3, 6). Ligt het punt P binnen, 
buiten of op de cirkel (M, 6)? 


2 AG 


Toon aan dat een koorde nooit langer is dan een middellijn van een cirkel. 
Onderscheid twee gevallen en gebruik de driehoeksongelijkheid om dit te bewijzen. 
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DP _Apothema 


15 ea) 
Thomas heeft een ronde zwemvijver met een diameter van 10 m. Om op natuurlijke wijze het 


water te filteren, wil hij op 4 m van het midden van de vijver een rechte wand plaatsen waarachter 
waterplanten komen. We berekenen de lengte van de scheidingswand. 


1 Vulin: [MM= IMAL= IMB[= 
2 Bereken |AN| en [BM]. 

n= 

la- 


3 Wat isde lengte van de wand? 


Eigenschap van het apothema van een koorde 


Het apothema van een koorde deelt de koorde middendoor. 


Te bewijzen 


INA| = NBI 


bbs Decirkel 


Bewijs 
|vA|= imap np stelling van Pythagoras in driehoek AMN 
=/l4BI —MNE IMA[ = [MB] = straal 
=|NB| stelling van Pythagoras in driehoek BMN 
Omgekeerde eigenschap 
De middelloodlijn van een koorde is de middellijn die het apothema van de koorde bevat. 


14 (Aj B) 


Teken een cirkel waarvan de lengte van een koorde 3 cm is en het bijbehorende apothema 2 cm. 


Welke eigenschap passen we toe om de cirkel te construeren? 


15 (A) B 


Teken door het punt P een koorde [AB] zodat P het midden is van [AB]. 


158 


21 - Lijnen en afstanden in cirkels 


16 (A) (B) 


Bepaal het middelpunt van de cirkel. 
1 2 


7de 


De strafschopstip is het middelpunt van de cirkelboog aan het strafschopgebied. Teken deze stip. 
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hd 


18 Aj B) 


Vink de vierhoek aan waarrond we een cirkel kunnen tekenen die door de vier hoekpunten gaat. 


df 
m 


19 A (aj 


Gelijke koorden hebben gelijke apothema'’s. Toon deze eigenschap aan. 


Te bewijzen 


lj = [MQ 


Bewijs 
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20 (A (ej 


Construeer een cirkel (M, |[MA) door de punten A en B zodat het middelpunt M van de cirkel op 
de rechte / ligt. Geef het aantal oplossingen. 


Aantal oplossingen: 


21 (A) a 


Construeer een cirkel (M, |[MA[) door de punten A en B zodat het middelpunt M op de cirkel met 
middelpunt N ligt. Geef het aantal oplossingen. 


Aantal oplossingen: 
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22 A) B) 


Een koorde [AB] van een cirkel (M, 3 cm) meet 5 cm. Bereken het apothema van de koorde op 
0,1 cm nauwkeurig. 


23 A) B) 


Een koorde [AB] van een cirkel meet 40 cm en het bijbehorende apothema 30 cm. Bereken de 
straal van de cirkel op 0,1 cm nauwkeurig. 


24 A) B 


Het apothema van een koorde [AB] van een cirkel (M, 3 cm) meet 2 cm. Bereken de koorde op 
0,1 cm nauwkeurig. 
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25 (AjlB) 


Bereken de lengte op 0,1 cm nauwkeurig. 


a 5 5 AD 
1 10 cm 10 em 
2 12cm 48 cm 
3 50 cm 60 cm 


26 (A a} 


Het punt P ligt op afstand 9 van het middelpunt van de cirkel (M, 15). Hoeveel verschillende 
koorden, met gehele lengte, gaan door het punt P? 
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27 A (gj 


Bereken de breedte x en de hoogte y van de cirkelboog van het sleutelgat op 0,1 mm nauwkeurig. 


28 (A (aj 


Het Atomium was de Belgische bijdrage aan de wereldtentoonstelling in 1958 te Brussel. De 
bollen hebben een diameter van 18 m. De diameter van de vloer van een tentoonstellingsruimte 
in een bol meet 17 m en de diameter van het plafond is 12 m. De vloer en het plafond liggen boven 
het middelpunt van de bol. Wat is de hoogte van de tentoonstellingszaal? 


© www.atomium.be — SABAM Belgium 2012 
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29 (A) (ej 


Tijdens een spelletje petanque op het strand laat een petanquebal een afdruk na. De afdruk heeft 
een diameter van 4 cm en een diepte van 6 mm. Wat is de diameter van de petanquebal? 


30 a dj 
Op een feestje worden stoelen en tafels aan de kant geschoven. Een rond salontafeltje wordt in de 


hoek van de kamer geplaatst. Een punt op de rand van het tafelblad bevindt zich op 5 cm van de 
ene muur en op 10 cm van de andere muur. Bereken de diameter van het tafelblad. 
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Hoe tekenen we de omgeschreven cirkel van een driehoek? 


We tekenen de cirkel die door de hoekpunten van driehoek ABC gaat. Deze cirkel noemen we de 
omgeschreven cirkel van de driehoek. 


1 IG: 2 


Mij 


1 We tekenen de middelloodlijn m, van de zijde [AB]. 


2 We tekenen de middelloodlijn 7, van de zijde [BC]. De middelloodlijnen m, en m, snijden elkaar 
in het punt M. 


3 We tekenen een cirkel met het punt M als middelpunt en [MA] als straal. De cirkel (M, |[MA[) is 
de omgeschreven cirkel van driehoek ABC. 


Verklaring van de constructie 
m, is de middelloodlijn van [AB] en m, is de middelloodlijn van [BC] 
U middelloodlijn van koorde is middellijn 


m, en m, zijn middellijnen van de cirkel met [AB] en [BC] als koorden 


II middellijnen gaan door het middelpunt 


snijpunt M van mm, en m, is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC 


Eigenschap 


Door drie niet-collineaire punten gaat juist één cirkel. 


31 (A) B) 


Teken de omgeschreven cirkel van de driehoeken. 


21 - Lijnen en afstanden in cirkels 


1 Waar ligt het middelpunt van de omgeschreven cirkel van een scherphoekige driehoek? 


2 Waar ligt het middelpunt van de omgeschreven cirkel van een stomphoekige driehoek? 


3 Waar ligt het middelpunt van de omgeschreven cirkel van een rechthoekige driehoek? 


32 (A) BĲ 


Yves werkt in Antwerpen, gaat bij mooi weer graag relaxen in Knokke en in de winter skiën of 
wandelen in Spa. Graag zou hij even ver van deze drie steden wonen. Duid op de kaart de plaats 
aan waar hij best kan gaan wonen. 


Ligt deze plaats in België? 
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33 (A) B) 


Construeer de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met zijden |AB| = 5 cm, |AC|=4 cm en 
|BC|=6 cm. 


34 A) B) 


Construeer een driehoek ABC met zijde |AC| =5 cm, zijde |BC| =6 cm en waarvan de straal van de 
omgeschreven cirkel 5 cm is. 
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sn 


Een pretpark heeft drie ingangen A, B en C. De hoofdattractie ligt op gelijke afstand van de drie 
ingangen. Wegens het grote succes van deze attractie wil de directie een nieuwe ingang bouwen 
die op dezelfde afstand van de hoofdattractie is gelegen. Duid alle plaatsen aan waar deze ingang 
kan gebouwd worden. 
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DP _Raaklijn 


36 ma) 


Een middellijn 7 van een cirkel staat loodrecht op een aantal evenwijdige rechten. 


ab cd ef gh 


1_ Voor welke rechten is de afstand tot het middelpunt van de cirkel groter dan de straal? 


2 Hoeveel gemeenschappelijke punten heeft elk van deze rechten met de cirkel? 


3 Voor welke rechten is de afstand tot het middelpunt van de cirkel gelijk aan de straal? 


4 Hoeveel gemeenschappelijke punten heeft elk van deze rechten met de cirkel? 


5 Voor welke rechten is de afstand tot het middelpunt van de cirkel kleiner dan de straal? 


6 Hoeveel gemeenschappelijke punten heeft elk van deze rechten met de cirkel? 


7 Welke rechten raken de cirkel? 
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Ligging van een rechte ten opzichte van een cirkel 


Een rechte kan geen, één of twee punten gemeenschappelijk hebben met een cirkel. 


*_De rechte a heeft geen punten gemeenschappelijk met de cirkel. 


De rechte a ligt buiten de cirkel. 


«_De rechte b heeft twee punten gemeenschappelijk met de cirkel. 
De rechte b snijdt de cirkel in de punten A en B. 


*_De rechte c heeft één punt gemeenschappelijk met de cirkel. 


De rechte c raakt de cirkel in het punt C. 5 


Een rechte die juist één gemeenschappelijk punt heeft met een cirkel, noemen we een raaklijn aan 
die cirkel. Het gemeenschappelijk punt noemen we het raakpunt. 


37 
Bepaal hoeveel punten de rechte len de cirkel (M, r) gemeenschappelijk hebben. 
1 _Vulde tabel in. 


straal r afstand d(M, £) aantal gemeenschappelijke punten 
8 cm 8 cm 

22 cm 15 cm 

15 cm 27 cm 


2 Vulin met >, <of=. 


De rechte Lis een raaklijn als d(M, /) LÀ 


ze (wa) 


De rechten a, ben c zijn raaklijnen aan de cirkel. 
1 Teken de stralen naar de raakpunten A, Ben C. 
2 Vulin: 

MAL MBL MCL 


3 Teken de raaklijn d in het punt D. 
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Eigenschap van een raaklijn aan een cirkel 


Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal naar het raakpunt. 


Verklaring 


De rechte / snijdt de cirkel (M, r) in de punten A en B. Het 
apothema a van de koorde [AB] is kleiner dan de straal r 
van de cirkel. 


Laten we de rechte / draaien om het punt A, dan wordt de 
koorde [AB] korter en het bijbehorende apothema langer. 


Als de eindpunten van de koorde samenvallen, is de 
rechte / de raaklijn t aan de cirkel in het punt A. De 
afstand van M tot de raaklijn # is dan gelijk aan de straal r. 


De straal [MA] staat dan loodrecht op de raaklijn £. 


Omgekeerde eigenschap 


Een rechte die in een punt van de cirkel loodrecht staat op de straal naar dit punt, is een raaklijn 
aan de cirkel. 


Voorbeeld 


Om met een schuifmaat de diameter van een cilinder te meten, 
passen we de eigenschap van een raaklijn toe. 
De afgelezen lengte is de diameter. 


39 (A) B) 


Gegeven is een cirkel met middelpunt M. 


1 Teken de raaklijnen door de eindpunten van de middellijn [A2]. 
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2 Teken de raaklijn in het punt C. 


3 Teken de raaklijnen evenwijdig met de koorde [DE]. 


4 Teken de raaklijnen loodrecht op de rechte /. 
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40 (A) B 


Teken in de cirkel met middelpunt M een koorde [AB] door het punt P, evenwijdig met de raaklijn 
in 7, zonder de raaklijn te tekenen. 


1 


41 A) B) 


Stadsarbeiders moeten een rechthoekig grasperk cirkelvormig afronden met een straal van 5 m. 
Het grasperk is op schaal 1/200 getekend. Teken het afgeronde grasperk. 
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42 A (gj 


Teken een cirkel die aan de voorwaarden voldoet. 


1 Een cirkel met straal 2 cm, die de rechte t 2 Een cirkel met middelpunt M die de rechte t 
raakt in 7. raakt. 


3 Een cirkel door het punt P die de rechte t 4 Een cirkel met middelpunt M die de rechte t 
raakt, raakt in 7'zodat |PM| = 2,5 cm. 


VA 
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43 (A) (aj 


Vervolledig het wegenplan, getekend op schaal 1/50 000, met vier cirkelvormige 
verbindingswegen die de vier verkeerswegen raken op 1,25 km van hun snijpunt. 


Oostende Antwerpen 


Kortrijk Brussel 


«8 


Teken de cirkel die door het punt P gaat en raakt aan de rechte in het punt 7. 
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s de 
De rechte PT is de raaklijn aan de cirkel in het punt 7. 
Bereken de hoeken S en T'als hoek P= 35°. 


« ú a 
De rechte PT is de raaklijn aan de cirkel (M, 3 cm) in het punt 7. 
Bereken de lengte x als |P7|=6 cm. Rond af op 1 decimaal. 


47 A (a) 


Teken twee raaklijnen aan de cirkel met middelpunt M die elkaar snijden onder een hoek van 50°. 
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Hoe tekenen we de raaklijnen aan een cirkel uit een punt buiten de cirkel? 


Uit het punt P buiten de cirkel met middelpunt M kunnen we twee raaklijnen tekenen. 


En 


1 We tekenen het lijnstuk [MP] en bepalen het midden 0. 
2 We tekenen de cirkel met middelpunt O en straal [OM] die de gegeven cirkel snijdt in de punten 
Aen B. 


3 We tekenen de rechten PA en PB. De rechten PA en PB zijn de raaklijnen uit het punt Paan de 
cirkel, 


Verklaring van de constructie 
[MP] en [AQ] zijn middellijnen van cirkel (O, [OM/) 


een vierhoek is een rechthoek als de 
II diagonalen even lang zijn en elkaar 
middendoor delen 


vierhoek APQM is een rechthoek 
U definitie rechthoek 
MA L PA 
U omgekeerde eigenschap raaklijn 
PA is de raaklijn in A 


Op dezelfde wijze kunnen we aantonen dat PB de tweede raaklijn is vanuit het punt P. 


48 


Construeer de raaklijnen uit het punt P aan de cirkel met middelpunt M. 


21 - Lijnen en afstanden in cirkels 


ode 
Teken een cirkel (M, 3 cm) en een punt P dat op 8 cm van het middelpunt ligt. 


1 Construeer de raaklijnen uit P aan de cirkel. 


2 Bereken de afstand van P tot de raakpunten. 


so de 
Een cilindervormige opslagtank heeft een diameter van 8 m. Pieter bevindt zich op 4 m afstand 
van de wand. Onder welke hoek ziet Pieter de opslagtank? 


Pieter « 
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De kel 


- 
sd 

Hannah ziet de wanden van de twee cilindervormige zuilen onder een hoek van 40°. Construeer 
de punten waar Hannah zich kan bevinden. 


2.1 - Lijnen en afstanden in cirkels el 


Eigenschappen van raaklijnen uit een punt buiten een cirkel 


Voor de raaklijnen uit een punt buiten een cirkel geldt: 
1 de afstanden van het punt tot de raakpunten zijn gelijk; 


2 de middellijn door het punt is de bissectrice van de scherpe hoek gevormd door de raaklijnen. 


A 
Te bewijzen 
de p 1 |eal=|PB| 
bf 
B 
Bewijs 
1 [Pal=IPM[ —|AMF stelling van Pythagoras in driehoek APM 
=vlPM[ — [BM [Am] = [BM] = straal 
= |PB | stelling van Pythagoras in driehoek BPM 


2 We tonen aan dat driehoek APM en driehoek BPM congruent zijn: 


(PAI = [BI zie1 
|PM[= [PM] 
|Aadl = [Bal JAM] = [BM = straal 
U congruentiekenmerk 222 
AAPM=ABPM 
U gelijke overeenkomstige hoeken 
BB, 


NW 


Het punt Pligt 17 cm van het middelpunt van de cirkel (M, 8 cm). Bereken de afstand van P tot de 


raakpunten A en B. 
A 
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53 A) B) 


Construeer een cirkel die de twee benen van de hoek P raakt en waarvan het middelpunt op 
10 cm van P ligt. 


54 


In een kegel met een tophoek van 30° zit een bol met een diameter van 3 cm geklemd. 
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2 Bepaal de afstand y van de top tot de bol. 


55 


In elke raaklijnenvierhoek zijn de sommen van de overstaande zijden gelijk. Toon aan. 


A Te bewijzen 


|agl+ [Cp] =|AD| + [BC] 


Bewijs 
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Hoe tekenen we de ingeschreven cirkel van een driehoek? 


We tekenen de cirkel die raakt aan de zijden van driehoek ABC. Deze cirkel noemen we de 
ingeschreven cirkel van de driehoek. 


1 d b 2 


1 We construeren de bissectrice b, van de hoek Á. 


2 We construeren de bissectrice b, van de hoek Â. De bissectrices b, en b, snijden elkaar in het 
punt M, 


We tekenen de loodlijn uit het punt M op de zijde [AB]. Het voetpunt van de loodlijn noemen 
we N. 


3 We tekenen de cirkel met M als middelpunt en |MA/ als straal. De cirkel (M, |MN)) is de 
ingeschreven cirkel van driehoek ABC. 


Verklaring van de constructie 


JN IN 
b, is de bissectrice van A en b, is de bissectrice van B 


ij eigenschap van raaklijnen uit een punt buiten 
een cirkel 


b, en b, zijn middellijnen van de cirkel met AB, AC en BC als raaklijnen 
II middellijnen gaan door het middelpunt 
snijpunt M van b, en b, is het middelpunt en [MA] is de straal van de ingeschreven cirkel 


56 (A) B) 


Construeer de ingeschreven cirkel van de driehoek. 


2.1 - Lijnen en afstanden in cirkels KE 


7 4d 
Construeer in de gelijkzijdige driehoek drie gelijke cirkels zodat elke cirkel twee zijden van 


de driehoek en de twee andere cirkels raakt. Verdeel eerst de driehoek in twee rechthoekige 
driehoeken. 


Gemeenschappelijke raaklijnen aan twee cirkels 


We kunnen twee soorten gemeenschappelijke raaklijnen tekenen aan de cirkels (M,, r‚) en (M,‚r,): 


»_de uitwendige raaklijnen, waarbij de cirkels aan dezelfde kant van een gemeenschappelijke 


raaklijn liggen; 


«_de inwendige raaklijnen, waarbij de cirkels aan weerskanten van een gemeenschappelijke 


raaklijn liggen. 
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ehaadad 
ss A} a) 


Construeer de uitwendige gemeenschappelijke raaklijnen aan de cirkels (M,‚r,) en (M‚‚r‚). 

1 Teken een hulpcirkel met middelpunt M, en met straal r‚—r. 

2 Construeer de raaklijnen uit het punt M, aan de hulpcirkel en noem de raakpunten A en B. 
3 Teken de rechten MA en M,B die de cirkel (M,,r‚) snijden in Cen D. 

4 Teken in de cirkel (M,, r,) de stralen [M,E] en [M,F] evenwijdig met [M,C] en [MD]. 

5 Teken de rechten CE en DF. 
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59 


Construeer de inwendige gemeenschappelijke raaklijnen aan de cirkels (M,, r,) en (M‚‚r,). 

1_ Teken een hulpcirkel met middelpunt M, en met straal r, +r.… 

2 Construeer de raaklijnen uit het punt M, aan de hulpcirkel en noem de raakpunten A en B. 
3 Teken de rechten MA en M,B die de cirkel (M,, r‚) snijden in Cen D. 

4 Teken in de cirkel (M,‚ r,) de stralen [M,E] en [M,F] evenwijdig met [M,C] en [MD]. 

5 Teken de rechten CE en DF. 


187 


188 


De cirkel 
(5) Uitdagingen 


Met cirkels kunnen we leuke figuren maken. Probeer de volgende figuur met de passer 
na te tekenen. 


zie pagina 292 
2 | In de figuur zijn X en Y middelpunten van de geschetste cirkelbogen. 
Bereken de hoek a. 
(A) 44° (B) 46° (€). 57° (D) 60° (E) 68° 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 292 


Welke meetkundige figuur beschrijft het midden M van een wegschuivende ladder? 
Verklaar. 


zie pagina 293 


Twee gelijke koorden van een cirkel snijden elkaar in stukken met verschillende lengte. 
Toon aan dat de langste stukken van beide koorden even lang zijn. 


zie pagina 293 


2.1 - Lijnen en afstanden in cirkels 


Bouwvakkers die een boog moeten metselen boven een deur, laten eerst door de 
timmerlui een bekisting maken. Als een timmerman de straal van de cirkel wil kennen 
waaruit de boog moet gezaagd worden, meet hij de breedte x van de deuropening en de 
hoogte y van de boog. 


1 Stel een formule op om de straal r van de boog te berekenen. 


2 Bereken de straal r voor x=5 men y= 1,5 m. 


zie pagina 294 


g Het punt. Mis het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
hoeken Â= 68° en Â=46°. Bereken de hoeken a, Ben y. 


A 


zie pagina 295 
Bereken de coördinaten van het middelpunt van de cirkel die door A(3, 2), B(7, 5) en 
C(3, 5) gaat. 
zie pagina 295 


| Construeer drie gelijke cirkels in de cirkel (M, 5 cm) zodat elke cirkel de twee andere 
cirkels en de gegeven cirkel raakt. 
zie pagina 296 
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ied 


De diameter van een buis kunnen we bepalen met een winkelhaak. Als we de afstand x 
in de figuur meten, dan kunnen we de diameter van de cirkel berekenen. Met welk getal 
moeten we x vermenigvuldigen om de diameter te kennen? 


zie pagina 296 
® In een gelijkzijdige driehoek met R als straal van de omgeschreven cirkel en r als straal 
2 


van de ingeschreven cirkel, is E gelijk aan 
E 
(A) 2 (B) 3 (c) 4 (D) 6 (E) geen van de vorige 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 297 


11) In een gelijkbenige driehoek ABC is de tophoek Â=48°. Als M het middelpunt is van de 
ingeschreven cirkel, dan is de hoek « gelijk aan 


A 
(A) 96° (B) 108° (©) 14° (D) 122° (E) 132° 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 298 
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21-Lijnenenafstandenincirkels Witton 


Een zeshoek met zijden 10 cm, 12 cm, 14 cm, 16 cm en 18 cm is omgeschreven aan een 
cirkel. Hoe lang is de zesde zijde? 


(A) 20cm (B) 19cm (C) 16cm (D) 15cm (E) 14cm 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 298 


Een bankier en een damspeler leggen een geldstuk en een damschijf tegen elkaar. Hun 
gemeenschappelijke raaklijnen snijden elkaar op 48 mm afstand van de boord van het 
geldstuk. De diameter van het geldstuk is twee derde van de diameter van de damschijf. 
Bereken de diameter van de damschijf. 


zie pagina 299 
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192) 


eel dk aad 


A5 | | Vraag & antwoord 


8 


© 


Geef een omschrijving van een cirkel met middelpunt M en straal r. 


Een cirkel met middelpunt M en straal r is de verzameling van alle punten die op een 
afstand r van het punt M liggen. 


Hoe noteren we een cirkel met middelpunt M en straal 72 
cirkel (M, r) 


Geef een omschrijving van een koorde van een cirkel. 


Een koorde van een cirkel is een lijnstuk dat twee punten van de cirkel verbindt. 


Geef een omschrijving van een middellijn van een cirkel. 


Een middellijn van een cirkel is een koorde door het middelpunt of een rechte door het 
middelpunt. 


Hoe noemen we de lengte van een middellijn? 


De diameter. 


Geef een omschrijving van het apothema van een koorde. 


Het apothema van een koorde is de afstand van het middelpunt van de cirkel tot die 
koorde of het lijnstuk dat het midden van de koorde verbindt met het middelpunt van 
de cirkel. 


Een cirkel is een puntsymmetrische figuur. Wat is het symmetriecentrum? 


Het middelpunt van de cirkel. 


Een cirkel is een lijnsymmetrische figuur. Wat is de symmetrieas? 


Een middellijn van de cirkel. 


Formuleer de eigenschap van het apothema van een koorde. 


Het apothema van een koorde deelt de koorde middendoor. 


Formuleer de omgekeerde eigenschap van het apothema van een koorde. 


De middelloodlijn van een koorde is de middellijn die het apothema van de koorde 
bevat. 


6 68 


1 
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2.1 - Lijnen en afstanden in cirkels el 


Geef een omschrijving van de omgeschreven cirkel van een driehoek. 


De cirkel die door de hoekpunten van de driehoek gaat. 


Door drie punten gaat juist één cirkel. Onder welke voorwaarde is deze uitspraak waar? 


Als de drie punten niet-collineair zijn. 


Hoe bepalen we het middelpunt van de omgeschreven cirkel van een driehoek? 


Het middelpunt is het snijpunt van twee middelloodlijnen van de driehoek. 


Geef de definitie van een raaklijn aan een cirkel. 


Een rechte die juist één gemeenschappelijk punt heeft met de cirkel. 


Formuleer de eigenschap van een raaklijn aan een cirkel. 


Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal naar het raakpunt. 


Formuleer twee eigenschappen van de raaklijnen uit een punt buiten een cirkel. 
De afstanden van het punt tot de raakpunten zijn gelijk. 


De middellijn door het punt is de bissectrice van de scherpe hoek gevormd door de 
raaklijnen. 


Geef een omschrijving van de ingeschreven cirkel van een driehoek. 


De cirkel die raakt aan de zijden van de driehoek. 


Hoe bepalen we het middelpunt van de ingeschreven cirkel van een driehoek? 


Het middelpunt is het snijpunt van twee bissectrices van de driehoek. 


\193 


Hoofdstuk 2 BEES 


| 2.2 


| Hoeken in cirkels 


Db _Middelpuntshoek 


1 (a 


Bepaal zonder meten de hoek « tussen de grote en de kleine wijzer van het uurwerk. 


1 2 3 4 
a 8 " a irt a Re a 


a= 8 = = n = 


Middelpuntshoeken in een cirkel 


Een deel van een cirkel begrensd door twee punten van de cirkel noemen we een cirkelboog. 
De kleinste boog tussen A en B noteren we met AB. 


De grootste boog tussen A en B noteren we met APB, Het punt Pis een willekeurig punt van de 
boog. 


Een hoek die het middelpunt van een cirkel als hoekpunt heeft, noemen we een middelpuntshoek. 
De benen van de middelpuntshoek Ál snijden de cirkel in de punten A en B. 


A P A 
B B 
We zeggen: 
Álisde middelpuntshoek op de boog AB Álisde middelpuntshoek op de boog APB 
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Middelpuntshoek berekenen 


We kunnen de middelpuntshoek op een boog berekenen met goniometrische getallen. 


Voorbeeld 


Gegeven zijn de lengte van de koorde [AB] en de straal van de cirkel. We berekenen de 


middelpuntshoek a op de boog AB. 


De driehoeken AMP en BMP zijn congruent. Bijgevolg is de rechte MP ook de bissectrice van de 


middelpuntshoek «. 


a _ [PA] 
sin =_— 
2 [MA 
Jl 
5 |äagl 
sin— =Î 
2 [MAI 
EL 
sin— = 2 
2 27 
Z 33748. 
2 
a=67°29'53" 


: ee 


Bereken de middelpuntshoek «. 


1 


2.2 - Hoeken in cirkels 


sinus van een hoek 


het apothema van een koorde deelt A 
de koorde middendoor í 
4 
gegevens invullen DE ae 
B 


beide leden vermenigvuldigen met 2 


132° 


195 
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de 


In een cirkel (M, 3 cm) staat een middelpuntshoek op de boog AB. De koorde [AB] is 5 cm. 
Bereken de middelpuntshoek op 1” nauwkeurig. 


da 


In een cirkel staat een middelpuntshoek op de boog AB. De koorde [AB] meet 6 cm en het 
bijbehorende apothema 4 cm. Bereken de middelpuntshoek op 1” nauwkeurig. 


sd 


In een cirkel (M, 3 cm) staat een middelpuntshoek op de boog AB. De koorde [AB] heeft een 
apothema van 2 cm. Bereken de middelpuntshoek op 1” nauwkeurig. 
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2.2 - Hoeken in cirkels 


da 


Een middelpuntshoek van 60° staat op de boog AB. Toon aan dat de lengte van de koorde [AB] 
gelijk is aan de straal r van de cirkel. 


A 


Te bewijzen 


laBl=r 


Bewijs 


da 


Toon aan dat bij gelijke middelpuntshoeken gelijke koorden behoren. 
B C 


A Te bewijzen 
|agl=|CD| 


Bewijs 
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De deel 


ER 
da _ 
In de cirkel (M, r) is ode middelpuntshoek op de boog AB en a het apothema op de koorde [AB]. 
Vul de tabel in. Rond lengten en hoeken af op 1 decimaal. 


A 


Eg 
S 


B 
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2.2-Hoekenincirkels  Wifrn bate 


° @ 
In een cilinder met diameter 20 mm willen we een inkeping maken. De inkeping moet 16 mm 
breed zijn. 


1 Bereken de middelpuntshoek a van de inkeping. 16 mm 
a 
x 
2 Bereken de controlemaat x. 20 mm 
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eel PEEN 


|D Omtrekshoek 


10 ep) 


Mona gaat naar de bioscoop en kiest een zitje in het midden van de zaal. We zien dat Mona in het 
middelpunt M zit van de cirkel die door de uiteinden A en B van het scherm gaat. Mona ziet het 
scherm onder een hoek van 80°. 


Cindy, Dirk, Elias en Fatima gaan zitten in de punten C, D, E en F. 
1 Teken de kijkhoeken van Cindy, Dirk, Elias en Fatima. 


2 Meet de kijkhoeken. Vink elke juiste uitspraak aan. 
Kijkhoeken C D, Êen Fzijn even groot. 
Kijkhoek Ál is gelijk aan kijkhoek C 
Kijkhoek A is tweemaal groter dan kijkhoek D. 


Kijkhoek Âl is tweemaal kleiner dan kijkhoek £. 
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2.2 - Hoeken in cirkels 


Omtrekshoeken in een cirkel 


Een hoek waarvan het hoekpunt op een cirkel ligt en waarvan de benen de cirkel snijden, noemen 
we een omtrekshoek van de cirkel. 


De hoek Ô'is een omtrekshoek van de cirkel. 
De benen van de omtrekshoek Ô. snijden de cirkel in de punten 
Aen B. Deze punten zijn de uiteinden van de boog AB. 


We zeggen: Ô'is een omtrekshoek op de boog AB 


u 
Gegeven is de omgeschreven cirkel van een vijfhoek ABCDE waarin alle diagonalen getekend zijn. 


1 _Op welke boog staat de omtrekshoek pÂc? 
2 Op welke boog staat de omtrekshoek BCF? 


3 Welke omtrekshoeken staan op de boog AB? 


4 Welke omtrekshoeken staan op de boog CE? 


12 Als) 


Vink de omtrekshoeken aan. 


ä ô, 
â Ê 
Ê Ê 
ê 6 
ô, â 
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bitse Decirkel 


Eigenschap van een omtrekshoek en middelpuntshoek op eenzelfde boog 


Een omtrekshoek is gelijk aan de helft van de middelpuntshoek die op dezelfde boog staat. 
We onderscheiden drie gevallen. 


1 Het middelpunt ligt op een been van de omtrekshoek. 


0 
Te bewijzen 
ô=Lû 
2 
B 
A 
Bewijs 
Ô+B+Ál ‚=180° hoekensom in een driehoek 
20+, =180" driehoek OMB is gelijkbenig: Ô = £° 
20=180"—M, 
20= Mi 
ô=lûi 
2 
2 Het middelpunt ligt tussen de benen van de omtrekshoek. 
0 
JAN 
Te bewijzen 
<D A 14 
ô-Lû 
2 
4 B 
P 
Bewijs 


We tekenen de middellijn OP en passen het eerste geval tweemaal toe. 


=—M, +—M, zie 1 
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2.2 - Hoeken in cirkels 


3 Het middelpunt ligt buiten de benen van de omtrekshoek. 


Bewijs 


We tekenen de middellijn OP en passen het eerste geval tweemaal toe. 


0=0,-0, 


Pie sie Pie 


z 


13 (al a 


Teken in de cirkel twee omtrekshoeken die gelijk zijn aan de helft van de middelpuntshoek o, 
zonder a te meten. 


> L 
DW 
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hd 


14 (A) B) 


De omtrekshoek Ô en de middelpuntshoek Ál staan op de boog AB. Vink elke juiste uitspraak aan. 


0 
B 
A 
1_StelÔ =45°, dan is driehoek AMB 2 Stel Ô= 30°, dan is driehoek AMB 
«_gelijkbenig « _gelijkbenig 
« gelijkzijdig | | «gelijkzijdig 
«rechthoekig «rechthoekig 


15 (A) B 


Bepaal de hoekgrootte van de middelpuntshoek Al en van de omtrekshoek Ô. 


1 0 2 0 
Âl= Âl= 
Ô= Ô= 
3 0 4 fe) 
Âl= Âl= 
Ô= ô= 
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2.2-Hoekenincirkels Wifried 


Omtrekshoeken op eenzelfde boog 


Met het verband tussen omtrekshoeken en middelpuntshoeken op eenzelfde boog tonen we de 
volgende eigenschappen aan. 


Eigenschap omtrekshoeken op eenzelfde boog 


Omtrekshoeken op eenzelfde boog zijn gelijk. 


0 
P Te bewijzen 
P=ô 
B 
A 

Bewijs 
ln OE PN _ 
P= 5 omtrekshoek P en middelpuntshoek M op boog AB 

=0 omtrekshoek Ô en middelpuntshoek ] op boog AB 


Eigenschap omtrekshoeken op een middellijn 


Omtrekshoeken op een halve cirkel of op een middellijn zijn rechte hoeken. 


0 
B 
Te bewijzen 
Ô=90° 
A 
Bewijs 
a ls 
0= zi eigenschap omtrekshoek en middelpuntshoek op eenzelfde boog 
= 1, 180° 
2 
=90° 
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16 Aj B) 


Welk verband kunnen we ontdekken tussen de hoeken Â en Al? Verklaar. 


7de 
De rechten PR en PS zijn de raaklijnen uit het punt P aan de cirkel met middelpunt M. 
Bereken de hoeken M en O als P= 40°, 

R 


Ak 


18 A) B) 


Van vierhoek ABCD zijn de diagonalen en de omgeschreven cirkel getekend. Bereken de hoeken. 


19 


In driehoek ABC is de zwaartelijn [CM] getekend. De cirkel met middelpunt M is de omgeschreven 


cirkel. Vul de tabel in. 


1 45° 

2 en 80° 

3 | 8 ä 25° 

CN En el Grant 60° 

BN annen (oneieaarf| omen N 20° 

CI en aan Nen adi : 75° 


20 


Bepaal de hoeken in de cirkel met middelpunt M. 


1 B= 
iz 
= 

2 Â = 
, 

Â,= 
B= 
D= 


2.2 - Hoeken in cirkels 


D= 


B) 
u 
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21 (A) B) 


Toon aan dat de driehoeken ABC en CDE gelijkvormig zijn. 


22 (A) B) 


Construeer met geodriehoek en passer een rechthoekige driehoek ABC die voldoet aan de 
voorwaarden. 
1 _De schuine zijde [AB] meet 6 cm en de rechthoekszijde [BC] 3 cm. 


2 De schuine zijde [AB] meet 6 cm en de driehoek is gelijkbenig. 


3 De schuine zijde [AB] meet 6 cm en de hoogte |CD] op de schuine zijde [AB] 2 cm. 
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2.2 - Hoeken in cirkels 
23 (4 


Een vierhoek waarvan de zijden koorden zijn van een cirkel noemen we een koordenvierhoek. 
In een koordenvierhoek zijn de overstaande hoeken supplementair. Toon deze eigenschap aan. 


A 
Te bewijzen 


Â+ê=180° 


Bewijs 
We tekenen de middelpuntshoek dl, op de boog BCD en de middelpuntshoek ÀL, op de boog BAD. 


Â+C= rijn anantenanerbeiki eigenschap omtrekshoek en 
middelpuntshoek op eenzelfde boog 
1 
ais En ) afzonderen 
zE, e 
2 
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De diagonalen van vierhoek ABCD zijn koorden van de omgeschreven cirkel. Vul de tabel in. 


Â B © D 4 
1 16° 109° 
BN ae 77° 35° | 
3 104° | 59° 
nn 90° | mi 
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25 (A) B) 


Vink de koordenvierhoeken ABCD aan. 


1 Â=72 B=54° Ê=108° 
2 Â=103° B=125° ê=87° 
3 Â=94° B=121° Ê=86° 
4 Â=37° B=116° C=153° 


2 àl 
Bepaal de hoeken in de cirkel met middelpunt M. 
1 „ 

A. 


2.2 - Hoeken in cirkels 


A 


Welk verband bestaat er tussen de hoeken a en ? Verklaar. 


2 4 
Construeer met geodriehoek en passer een koordenvierhoek ABCD met: 


1 Â=60" _B=100® _ |ABl=4cm _ |AC|=6 em 


2 |AB|=4ecm |BC|=3 cm |AD|=5 cm D=70° 
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eel Pee 


Bijzondere omtrekshoeken 


We onderscheiden raakomtrekshoeken, binnenomtrekshoeken en buitenomtrekshoeken. 


Raakomtrekshoek 


Bij de raakomtrekshoek Ô snijdt het been [OA de cirkel en o 
het andere been [OB raakt de cirkel. 


We kunnen aantonen dat een raakomtrekshoek gelijk is 
aan de helft van de middelpuntshoek die op dezelfde boog 
staat. 


ô-lû 
2 


Binnenomtrekshoek 


Bij de binnenomtrekshoek ô ligt het hoekpunt binnen de 
cirkel. De benen van de hoek en zijn overstaande hoek 


omsluiten respectievelijk de bogen AB en CD. 
We kunnen aantonen dat een binnenomtrekshoek gelijk is 


aan de halve som van de twee middelpuntshoeken die op 
de bogen binnen de hoek en zijn overstaande hoek staan. 


Aen 
Ô= di, +M) 


Buitenomtrekshoek 


Bij de buitenomtrekshoek ô ligt het hoekpunt buiten de 
cirkel. De benen van de hoek omsluiten de bogen 


ABen CD. 
We kunnen aantonen dat een buitenomtrekshoek gelijk is 


aan het halve verschil van de twee middelpuntshoeken die 
op de bogen binnen de hoek staan. 


en LE 
Ô=Ó,-Ái) 
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2.2 - Hoeken in cirkels 


29 
Bereken de raakomtrekshoek Â, de binnenomtrekshoek B en de buitenomtrekshoek C met de 
middelpuntshoeken M, en M,. 
1 _Âl,=130° 
2 5 40° 
Â= 
B= 
C= 
2 Ál= 112 
,=42° 
Â= 
B= 
ê= 
3 Ál= 124" 
,=48° 
Â= 
B= 
ê= 
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k) | Uitdagingen 


Het punt M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
A(-8, 0), B(-3, 3) en C(2, 0). Bereken de middelpuntshoek AMB op 0,01° nauwkeurig. 
zie pagina 301 
Een zeiljacht vaart op gelijke afstand van twee vuurtorens die 15 km van elkaar liggen. 
De kapitein ziet de verbindingslijn tussen de vuurtorens onder een hoek van 70°, 
Hoeveel kilometer en in welke richting moet de boot varen zodat deze gezichtshoek 
gehalveerd wordt? 


zie pagina 302 


Een voetballer ziet het doel onder een hoek van 25°. Waar ziet de voetballer het doel 
onder een hoek van 50°? Gebruik de letters van de figuur voor de formulering van het 
antwoord. 


zie pagina 302 


Een klas is 10 m lang en 6 m breed. Een projectiescherm hangt in het midden tegen de 
korte muur en is 2m breed. Vincent zit voor het midden van het scherm op een afstand 
van 5 m. 


1 Maak een tekening van de klas op schaal 1/100. 
2 Onder welke hoek ziet Vincent het scherm? 


3 Duid op de tekening aan waar Elien voor het midden van het scherm kan zitten 
als ze het projectiescherm onder een hoek ziet die tweemaal zo groot is als de 


gezichtshoek van Vincent. zie pagina 303 


2.2 - Hoeken in cirkels 


B Bepaalde hoeken AA, A, B,C,E,E„E‚ FF, GG, M, en M‚‚ 


zie pagina 304 
Verdeel met een passer een rechte hoek AMB in drie gelijke hoeken AIP, plQ en QMB. 
Bereken de hoeken BÂQ. BÂP en BÔA. 


zie pagina 304 
Gegeven is driehoek ABC en zijn omgeschreven cirkel. Bereken de hoeken Ben C. 
A 
B C 
zie pagina 304 


Een middellijn van een cirkel is tevens de basis van een gelijkbenige driehoek waarvan 
de opstaande zijden van de cirkel een boog van 100° afsnijden. 


jaN 


4 


De tophoek van de gelijkbenige driehoek is gelijk aan 
(A) 30° (B) 40° (c) 45° (D) 50° (E) 60° 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


ZZ 


zie pagina 305 
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We verdelen een cirkelomtrek in tien gelijke bogen. Voor de ingeschreven vierhoek 
ABCD geldt: BC=2: AB, CD=3: AB, AD=4: AB. 


1 Bereken de hoeken van de vierhoek. 


2 Toon aan dat de vierhoek voldoet aan de eigenschap van een koordenvierhoek. 
A 


zie pagina 305 
(10) Bereken de hoeken «en B. 

zie pagina 306 
11} Voor de gegeven omtrekshoeken en buitenomtrekshoeken geldt a= B+ + ò. 


Toon aan. 


zie pagina 307 


2.2 - Hoeken in cirkels el 


3) | Vraag & antwoord 


Wat is een middelpuntshoek van een cirkel? 


Een hoek die het middelpunt van de cirkel als hoekpunt heeft. 


Wat is een omtrekshoek van een cirkel? 


Een hoek waarvan het hoekpunt op de omtrek van de cirkel ligt en beide benen de cirkel 
snijden. 


Formuleer de eigenschap van omtrekshoek en middelpuntshoek op eenzelfde boog. 


Een omtrekshoek is gelijk aan de helft van de middelpuntshoek die op dezelfde boog 
staat. 


Welk verband bestaat er tussen een omtrekshoek Ô en een middelpuntshoek Âldie op 
eenzelfde boog staan? 


Ö= Mi 


Nim 


Formuleer de eigenschap van omtrekshoeken op eenzelfde boog. 


Omtrekshoeken op eenzelfde boog zijn gelijk. 


Formuleer de eigenschap van omtrekshoeken op een middellijn. 


Omtrekshoeken op een middellijn zijn rechte hoeken. 


\217 
he 
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| 23 | | Regelmatige veelhoeken en cirkels 


DP Regelmatige veelhoek 


1 we) 


Gegeven zijn acht veelhoeken. De gelijke hoeken en gelijke zijden zijn aangeduid met eenzelfde 
merkteken. 


Ame 
8 £ 


1_ Welke veelhoeken hebben alle hoeken gelijk? … 
2 Welke veelhoeken hebben alle zijden gelijk? … … 


3 Welke veelhoeken hebben alle hoeken en alle zijden gelijk? 


2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels el 


Regelmatige veelhoek 


Een veelhoek met gelijke zijden en gelijke hoeken noemen we een regelmatige veelhoek. 


Een regelmatige veelhoek met 7 zijden, noemen we ook een regelmatige n-hoek. n>3 


Omgeschreven cirkel en apothema 


De cirkel door de hoekpunten van een regelmatige veelhoek 
noemen we de omgeschreven cirkel van de veelhoek. 


Het middelpunt van de omgeschreven cirkel noemen we het 
middelpunt van de regelmatige veelhoek. 


De gelijke apothema's van de zijden z, noemen we het 
apothema a, van de regelmatige n-hoek. 


: Ge 


We kunnen regelmatige veelhoeken tekenen met behulp van een klok. Als we de punten 1, 4,7 en 
10 verbinden, dan verkrijgen we een regelmatige vierhoek of vierkant. 


1 Hoeveel regelmatige twaalfhoeken kunnen we tekenen 
waarbij elk hoekpunt op een minutenstreepje ligt? 


2 Kunnen we een regelmatige zevenhoek tekenen met de 
hoekpunten op de minutenstreepjes? 


3 Welke regelmatige veelhoeken kunnen we tekenen met als hoekpunten minutenstreepjes? 
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> 


De som van de hoeken van een veelhoek kunnen we berekenen door de veelhoek te verdelen in 
driehoeken. 


vierhoek vijfhoek zeshoek zevenhoek 


1 Vul de tabel in. 


veelhoek | vierhoek vijfhoek zeshoek zevenhoek 
aantal driehoeken 
hoekensom | - 180°= -180°= "180°= - 180°= 


2 Voor een tienhoek is de hoekensom gelijk aan 


Eigenschap van de hoekensom voor veelhoeken 


In een n-hoek is de som van de hoeken gelijk aan (n — 2) - 180°. 


Voorbeeld 
We berekenen de hoeken van een regelmatige vijfhoek. 
Hoekensom: (n—2): 180°=(5—2) + 180° =540° 


ola a 
Hoet: eN oer 


n 
Elke hoek van een regelmatige vijfhoek is gelijk aan 108°. 


da 
Bereken de hoekensom van elke n-hoek. 


n 3 5 7 9 11 13 102 


hoekensom | 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels Eee 


sd 


Bereken de hoek van elke regelmatige n-hoek op 0,1° nauwkeurig. 


n | 4 6 8 10 12 14 52 


hoek | 


sd 


Welke regelmatige n-hoek heeft hoeken met de gegeven hoekgrootte? 


1 156° 2 162° 


Middelpuntshoek van een regelmatige veelhoek 
Door het middelpunt van een regelmatige n-hoek te verbinden met elk hoekpunt, ontstaan er 7 
congruente gelijkbenige driehoeken. 


Hun gelijke tophoek noemen we de middelpuntshoek «, 
van de regelmatige n-hoek. 


Eigenschap 
In een regelmatige n-hoek is de middelpuntshoek «, 


gelijk aan 360 
n 


Voorbeeld 


We berekenen de middelpuntshoek van een regelmatige vijfhoek. 
360° 


a, 
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de 


Bereken de middelpuntshoek van elke regelmatige n-hoek op 0,1° nauwkeurig. 


n | 4 6 8 10 12 14 120 


middelpuntshoek | 


ge 


Welke regelmatige veelhoek heeft een middelpuntshoek met de gegeven hoekgrootte? 


1 72° 2 15° 3 8° 


9 
Een regelmatige vijfhoek en een regelmatige zeshoek hebben een zijde gemeenschappelijk. 
Hoe groot is de aangeduide hoek? 


(A) _108° (B) 120° (C) 124° (D) 132° (E) 135° 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels 


10 
Teken de regelmatige veelhoek waarvan de straal van de omgeschreven cirkel 3,5 cm is. 
1 Regelmatige vijfhoek 2 Regelmatige zevenhoek 


Middelpuntshoek meet Middelpuntshoek meet 


u 
Construeer met passer en lat de regelmatige veelhoek waarvan de zijde z gegeven is. 


1 Regelmatige vijfhoek met z= 4 cm 2 Regelmatige zevenhoek met z= 3 cm 


Elke hoek meet Elke hoek meet 
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dada 


2de 
In een regelmatige veelhoek zijn diagonalen getekend. Bereken de hoeken. 


1 A EÂD=……… _ DÂB=………  EBD= 


FÂD=………… __GBD=……… _ BDE= 


3 ga 
Van twee verschillende regelmatige n-hoeken is een zijde en de omgeschreven cirkel getekend. 
Welke regelmatige n-hoek heeft koorde [AB] als zijde? 


1 A 


SA 
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DE 
Een achthoekige toren heeft een houten plafond. De steunbalken hebben elk een lengte van 2 m. 


1 Bereken de middelpuntshoek a. 


a=. 


2 Bereken het apothema a op 1 cm nauwkeurig. steunbalk 


cos 5 == cosinus van een hoek 


225 


Hoofdstuk 2 BEES 


3 Bereken de zijde z op 1 cm nauwkeurig. 


sin 5 ZE sinus van een hoek 


Zijde en apothema berekenen met de straal van de omgeschreven cirkel 
Als de straal r van de omgeschreven cirkel van een regelmatige n-hoek gegeven is, kunnen we de 
zijde z, en het apothema a, van de n-hoek berekenen. 
Zn 
2 
Zn 
ON 4 
sin COS sinus en cosinus van een hoek 
Pa 2 r 
u , %, 
D =r:sin De a,=r" cos 5 beide leden vermenigvuldigen met r 
z,=2r: sin 5 beide leden vermenigvuldigen met 2 
360° 360° 
Zi 27 SN ir a =r:cos Zn middelpuntshoek regelmatige n-hoek 
_ 180° 180° 
2,=2r: sin a,=r:COS— 
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Formules: 


… 180° 
z,=2r" sin — a,=r"Cos_— 
n n In 


15 


Van een regelmatige n-hoek is de straal van de omgeschreven cirkel 35 cm. Bereken de zijde z, en 
het apothema a, op 0,1 cm nauwkeurig, Vul de tabel in. 


16 (A) 8) 


Van de regelmatige veelhoek is een zijde en de omgeschreven cirkel (M, 3 cm) getekend. Bereken 
de zijde en het apothema van de veelhoek op 0,1 cm nauwkeurig. 


1 Regelmatige vijfhoek 
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hid 


2 Regelmatige tienhoek 


17 


Uit een roestvrije stalen cilinder wordt een zeskantige moer gemaakt met een sleutelbreedte van 
18 mm. Bereken de minimale diameter van de cilinder op 0,01 mm nauwkeurig. 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels 


1e we) 


In een zuivelfabriek worden driehoekige blokjes smeerkaas gemaakt. Ze worden in zeshoekige 
doosjes verpakt. De bovenzijde van het deksel bestaat uit doorzichtig plastic. Om het doosje 
gemakkelijk te openen, zit in de rand een stevig rood draadje. Dit draadje wordt 3 cm langer 
genomen dan de omtrek. Hoeveel cm draad zit er rondom het doosje en hoeveel cm° plastic 
bedekken de zes blokjes kaas? 


1 Wat is de omtrek van het zeshoekig doosje? 
2 Wat is de lengte van het rode draadje? 


3 Wat is de oppervlakte van de bovenzijde van één 
driehoekig blokje smeerkaas? 


4 Wat is de oppervlakte van de bovenzijde van het 
zeshoekig doosje? 


5 Hoeveel cm° plastic bedekken de blokjes kaas? 


Omtrek en oppervlakte van regelmatige veelhoeken 


De omtrek van een regelmatige n-hoek met zijde z, is gelijk aan de som van de n gelijke zijden: 
pna 

Het oppervlak van een regelmatige „n-hoek met zijde z, en apothema a, kunnen we verdelen in 7 
z,'4 


n 


congruente driehoeken met oppervlakte 


De oppervlakte van een regelmatige n-hoek is: A,=n- Zo ze 5 
Formules: 
za, 
=h°z, A=ne tn 
b, n rn 2 
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19 Aj B) 


De vier regelmatige n-hoeken hebben een gemeenschappelijke zijde van 40 mm. 


EE 


Lees het apothema van elke veelhoek af op 1 mm nauwkeurig. Vul de tabel in. 


gelijkzijdige driehoek | 40mm | MM | MM mm’ 
Í 

vierkant 40mm | a mm mm’ 

regelmatige zeshoek | 40mm | …__…_ Mmm | MM | MM 

regelmatige achthoek / 40mm | MM | MM | MM 
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20 (Alle) 


De achthoekige spiegel heeft een zijde van 15 cm en een oppervlakte van 1080 cm°. Bereken de 
omtrek en het apothema van de spiegel. 


21 (Aj ls) 


Een zeshoekig tuinhuisje heeft een omtrek van 12 m en een grondoppervlakte van 10,5 m’. 
Bereken de zijde en het apothema van het grondvlak. 


22 Ajls) 


Een zandbakdeksel heeft de vorm van een regelmatige zeshoek. Bereken de omtrek en de 
oppervlakte van het zandbakdeksel. 


2,166 mi 
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23 (A) B) 


Een regelmatige veelhoek heeft een zijde van 15 m, een apothema van 18,105 m en een 
oppervlakte van 1086,3 m°. Bereken het aantal hoeken en de omtrek van de veelhoek. 


24 A) B 


Een keuken van 4 m bij 3,5 m wordt gevloerd met zeshoekige tegels met zijde 22 cm. 
Hoeveel tegels hebben we nodig als we er 3 % meer bestellen voor mogelijk slijpwerk en breuk? 
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25 A (Bj 


In het Pentagon zetelt het Amerikaanse Ministerie van Defensie. Het bouwwerk dankt zijn naam 
aan de vijfhoekige plattegrond. De regelmatige vijfhoek heeft een oppervlakte van 11,7 ha en een 
apothema van 180 m. Hoeveel meter moet een bewaker afleggen om rond het gebouw te stappen? 


26 A (aj 


Een halve cirkel wordt in drie gelijke delen verdeeld waardoor vierhoek ABCD ontstaat. 


B C 


D 


Hoe groot is de oppervlakte van de vierhoek als de straal van de cirkel 2 is? 
Vink het juiste antwoord aan. 


aL] ENC a3 63 ] 25 
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bitse Decirkel 
2 Ade) 


We kunnen de omtrek en de oppervlakte van een regelmatige n-hoek ook schrijven in functie van 
de straal r van de omgeschreven cirkel: 


80° 180° 180° 
A= -n°sin cos 


p„=2r-n:sin 
n 


Toon deze formules aan. Schrijf z, en a, in functie van r. 


28 A) se) 


De straal van de omgeschreven cirkel van een regelmatige veelhoek is gelijk aan 4 cm. Bereken de 
omtrek op 0,1 cm nauwkeurig en de oppervlakte op 0,01 cm° nauwkeurig. 


1 Gelijkzijdige driehoek 


2 Vierkant 


3 Regelmatige 8-hoek 


4 Regelmatige 10-hoek 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels Witse 


P- Pien de cirkel 


25 (a) 


Gegeven zijn regelmatige n-hoeken met r gelijk aan 3, 6, 12 en 24. 


ACCS 


Als het aantal zijden onbeperkt toeneemt, dan nadert de omtrek en de oppervlakte van de 
veelhoek tot de omtrek p en de oppervlakte A van de omgeschreven cirkel. 


1 We berekenen de omtrek p, en de oppervlakte A, voor toenemende waarden van ». 
Vul de tabel in. Rond af op 6 decimalen. 


n p=2renssinn Ar Anne cos 
n n n 
10 Po =2r: An =f: 
100 Pio =27: An =7: 
1000 |__ pi =27" Aigo SPE snaren 
10000 | Pgoop ST" nnn Arvo = 


2 De getallen waarmee we 2r en r° vermenigvuldigen, zijn benaderende waarden van een bekend 


reëel getal. Welk getal? 


Omtrek en oppervlakte van een cirkel 


De omtrek en de oppervlakte van een cirkel kunnen we berekenen met de straal en de diameter. 


Formules: 

p=2nr of p=nd r=l 
2 

A=zr of A= me 
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| 30 (A) B) 


Een dvd heeft een diameter van 11,5 cm. 
|_1 Bereken de omtrek op 0,1 cm nauwkeurig. 


2 Bereken de oppervlakte op 0,01 cm° nauwkeurig. 


AR 


Jos heeft een ronde vijver met een oppervlakte van 4,5 are. Hij wil voorkomen dat zijn 
kleinkinderen in de vijver vallen en plaatst een omheining. Hoeveel meter draad heeft hij 
minimaal nodig? 


‚32 ade 


Een fietswiel legt bij tien omwentelingen 22 m af. Bereken de diameter van het wiel op 1 cm 
nauwkeurig. 
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33 (Alle) 


De grote wijzer van een klok is 14 cm. 


1 Welke afstand legt de punt van de wijzer af in 15 minuten? 


2 En in 4,5 uur? 


4 4 el 
Bereken de omtrek van de gekleurde figuur in de rechthoek met breedte 1 en lengte 2. 


Rond af op 3 decimalen. 


1 
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5 de 
Bereken de oppervlakte van de gekleurde figuur in het vierkant met zijde 1. 
Rond af op 3 decimalen. 


1 


36 (A) B) 


k 
Binnen een cirkel met middelpunt M en omtrek gelijk aan ae construeert men de onderstaande 


figuur. Hoe groot is de oppervlakte van het gekleurde gedeelte? 


k k kt 
A) =S B Cc) — 
A) 321’ @) 167° (° 167 
k k 
D E) — 
(D) 32° ® 167’ 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels el 


37 \Ajls) 


Een kunstmaan beschrijft een cirkelvormige baan. De afstand tot de aarde bedraagt 
36 000 km. De diameter van de aarde is ongeveer 12 740 km. Bereken de afstand die de satelliet na 
80 omwentelingen heeft afgelegd. 


38 |A) 8) 


Is de totale omtrek van de twee cirkels groter dan de omtrek van de rechthoek? 
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had 


39 (A) B) 


Is de totale omtrek van de vijf kleine cirkels groter dan de omtrek van de grote cirkel? 


40 A 


De oprit van een autoweg is even lang als de afrit. Wat is het verband tussen de stralen r‚ en r, van 
de twee cirkelbogen? 


afrit 


oprit 
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41 A (aj 


Veronderstel dat de aarde bolvormig is en dat op de evenaar een usb-kabel ligt die het 
aardoppervlak omspant. Met hoeveel meter moeten we de kabel verlengen zodat hij overal één 
meter boven de evenaar zou hangen? 
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bhikaes Decirkel 


DP Vergelijking van een cirkel 


42 Instap) 


In het park van Deltastad ligt een visvijvertje met een eiland. De inwoners geven dit eilandje de 
naam E(3, 6). Aan de rand van de vijver liggen de visplaatsen V(—1, 9), /(-2, 6) en S(O, 2). 


1 Bereken de afstand van het eilandje tot de drie visplaatsen. 


ley= y/ ] 
TS 
la HS 
1e E(3,6) 
|ES| = et SE Aa Gens COME NE NSE 
2 Is het eilandje het middelpunt van de cirkel die ERE SEN DEE EME 
Í Î 
hdedeek dekkend bek dede 


door deze drie visplaatsen gaat? 


3 Aan welke voorwaarde moet een willekeurig punt P(x, y) voldoen om op de cirkel te liggen? 


Vergelijking van een cirkel 


We stellen een vergelijking op van de cirkel c met middelpunt M(x,,y,,) en straal r. 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels 


Een willekeurig punt P(x, y) ligt op de cirkel als: 


WMP|=r 
(x Tu ) hid (y Ar ) mi afstandsformule 
(ex) + (yv) =r beide leden kwadrateren 


2 


Vergelijking: c& (ex) +(y-y) =r 


Voorbeeld 
We bepalen een vergelijking van de cirkel c met middelpunt M(5, 12) en straal 13. 


co (4-5) +(y-12)=13" K0=5 Vl r=13 

Merk op 

Elke cirkel c met de oorsprong als middelpunt en straal r heeft een vergelijking van de vorm: 
coxr+y=r X=0  9,=0 


43 (Aj B) 


Bepaal een vergelijking van de vier concentrische cirkels met de oorsprong O als middelpunt. 
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hed 


44 (A) B) 


Bepaal een vergelijking van de vier inwendige raakcirkels van het vierkant. 


y] | 


45 (A) B) 


Bepaal een vergelijking van de cirkel c met middelpunt (3, 2) en straal 5. 


Vink de punten aan die op de cirkel liggen. 
A(6,6) || B(-2,2) C(10, 1) D(37) [| E(0,-2) 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels 


46 


Bepaal een vergelijking van de cirkel c met middelpunt (1, —2) en straal 4. 


Vink de punten aan die op de cirkel liggen. 


AQ,2) B(-3.-2) c(4,J2) D(o,J15 -2) E12 +1,0) 
9 

Bepaal een vergelijking van de cirkel ce met de oorsprong als middelpunt. 

1 De cirkel snijdt de x-as in het punt (4,0). 2 De cirkel snijdt de y-as in het punt (0, 6). 
3 De cirkel gaat door het punt (3, 4). 4 De cirkel gaat door het punt (—5, 12). 

5 De cirkel gaat door het punt (—1,—7). 6 De cirkel gaat door het punt (1, 10). 
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se Aj 
Bepaal een vergelijking van de cirkel ce met middelpunt (3, 2). 


1 De cirkel snijdt de x-as in het punt (5, 0). 2 De cirkel snijdt de y-as in het punt (0, 8). 


3 De cirkel gaat door het punt (7,5). 4 De cirkel gaat door het punt (3, —7). 


Algemene vergelijking van een cirkel 


Een vergelijking van een cirkel met middelpunt M(x,,y,,) en straal ris: 


w-x) (y=) =r? 


Als we de merkwaardige producten in het linkerlid van deze vergelijking uitwerken en het 
rechterlid op nul herleiden, dan verkrijgen we: 


xt 2, HAL HY Uy + er merkwaardige producten 

xt IAK HA HI 2, HY T° =O __ herleiden naar 0 

A +y DK — UI tE + -r=0 
Stellen we a=2x„b=2y en e= Xi, +, —r°‚ dan verkrijgen we de algemene vergelijking van 
een cirkel: 


x'+y' +ax+by+c=0 


De coördinaten van het middelpunt zijn Ge, 5) 
2 


2 
a=-2X, b=-2y,, gestelde 
a ig b 
ETT 2 Vu 2 
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2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels Witsel 


1 3 
De straal van de cirkel is Gens +b° —4c. 


termen van lid veranderen 


straal is een positief getal 


Stelt de vergelijking x° + y° + ax + by + c = 0 altijd een cirkel voor? 


Als a° +b* —4c>0, dan is x°+y* +ax+ by+ c=0 een vergelijking van de cirkel met middelpunt 


dee) en straal" +b° —4c. 
2 2 


Voorbeeld 


We onderzoeken of de vergelijking x° +” —6x+4y— 12=0 een cirkel voorstelt en bepalen 
eventueel het middelpunt en de straal. 


«Voorwaarde: a°+b°—4c>0 a=-6 b=á4 c=-12 
(-6)°+4°—4 - (—12)=36 +16 +48=100>0 
De vergelijking stelt een cirkel voor. 


* Middelpunt: ue l) =(3,-2) 
2 2 


VITE 1 1 
«Straal: Gn B mz l0SS 


sa a 
Bepaal een algemene vergelijking van de cirkel c met middelpunt M en straal r. 
1 M(2,5) en r=6 
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De cirkel 


2 M(-3,4) en r=8 


3 M(-2,-7) en r=12 


4 M(5,-1) en r=7 


so 4 al 
Onderzoek of de vergelijking een cirkel voorstelt en bepaal eventueel het middelpunt en de straal. 


1x ty +812 12=0 


2x +y -Br+2y+22=0 
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3 X ty -AxtByt4=0 


4 xy -Ax+8y+4=0 


5 x+y-6x-6y-7=0 


6 2x +y'=13 
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| Uitdagingen 


Elke hoek « van een regelmatige veelhoek meet 90° meer dan de corresponderende 
buitenhoek B. Het aantal zijden van de regelmatige veelhoek is dan gelijk aan 


(A) 4 (B) 6 (Cc) 8 (D) 10 (E) 12 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 308 


Als we het aantal zijden van een regelmatige veelhoek verdubbelen, dan wordt elke 


hoek 15° groter. Hoeveel zijden heeft de oorspronkelijke regelmatige n-hoek? 
zie pagina 308 
In de figuur werden zeven rakende cirkels getekend en een zeshoek waarvan de 


hoekpunten de middelpunten van zes cirkels zijn. Als de oppervlakte van elke cirkel 
gelijk is aan 1, wat is dan de oppervlakte van het gekleurde gebied? 


(A) 2 (B) 2,5 (©) 3 (D) 35 (E) 4 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 309 


We vormen een ring door regelmatige vijfhoeken tegen elkaar te plaatsen, zodat ze een 
zijde gemeenschappelijk hebben. Hoeveel vijfhoeken zijn er nodig om een volledige 
ring te maken? 


(A) 9 (B) 10 (C) u (D) 12 (E) 15 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 309 


2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels Besl 


Karel de Grote liet in Aken de Paltskapel bouwen met een achthoekige kern en een 
zestienhoekige omgang. 


Bereken de oppervlakte van de omgang in de kapel 


1_als het verschil van de oppervlakte van de regelmatige 16-hoek en de regelmatige 
S-hoek. 


2 als de som van oppervlakten van rechthoeken en gelijkbenige driehoeken. 


zie pagina 310 


sl 
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Een rombische icosidodecaëder is een 62-vlak dat uit regelmatige vijfhoeken, 
vierkanten en gelijkzijdige driehoeken bestaat. 


Bereken de manteloppervlakte van dit veelvlak met een ribbe van 10 cm. 
zie pagina 311 


Twee regelmatige achthoeken met zijden z, en z, hebben hetzelfde middelpunt en hun 
zijden zijn twee aan twee evenwijdig. De oppervlakte van de grootste achthoek met 
zijde z, is tweemaal de oppervlakte van de kleinste achthoek met zijde z,. Bepaal de 
kortste afstand tussen de zijden. 
z, z, z z, 
A) B) — Cc) 2 D) E) 2, 
(A) 5 (B) 5 (©) 5 (D) 5 (E) z, 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 312 


Een voetbal is een 32-vlak dat uit 12 regelmatige vijfhoeken en 20 regelmatige 


zeshoeken bestaat. 
a 
f \ 


1 Bepaal de verhouding van de apothema's a, en a, zodat de oppervlakte van een 
regelmatige vijfhoek twee derde is van de oppervlakte van een regelmatige zeshoek. 


2 Bereken de apothema's a, en a, als de zijde van elke regelmatige veelhoek 4,6 cm 
meet en de oppervlakte van de voetbal gelijk is aan 1545,6 cm’. 


3 Met de volgende rekenregel kunnen we het aantal ribben van een veelvlak 
berekenen: 


aantal ribben = aantal vlakken + aantal hoeken — 2 


Hoeveel stiknaden heeft een voetbal? 
zie pagina 313 


2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels el 


9 | De omtrek van een regelmatige zeshoek is 3 cm korter dan de omtrek van zijn 
omgeschreven cirkel. Bereken de straal van de cirkel. 


zie pagina 314 


zo) Met behulp van een strook papier kunnen we een regelmatige vijfhoek plooien. 


«We trekken de uiteinden van de strook aan en strijken de plooien glad met de hand. 


We knippen een strook papier van 25 cm lang en 3 cm breed. 


« We leggen voorzichtig een knoop in deze strook. 


«We knippen de uitstekende delen van de gladgestreken knoop weg. 


* _Ontvouw de knoop. Duid de vouwlijnen, de samenvallende lijnstukken en de hoeken 
aan. 


Toon aan dat elke hoek van de vijfhoek 108° meet zodat de vijfhoek een regelmatige 
vijfhoek is. 
zie pagina 314 


0 De drie kleine cirkels hebben een oppervlakte van 8 cm°, 10 cm° en 12 cm”. Bereken de 
oppervlakte van de grote cirkel tot op 0,01 cm° nauwkeurig, 


zie pagina 316 


12) Een regelmatige 22-hoek met zijde 1 heeft een in- en omgeschreven cirkel. Wat is het 
verschil tussen de oppervlakte van de omgeschreven cirkel en de oppervlakte van de 
ingeschreven cirkel? 


Er Er O0 Ee 0 Ean 0 En 
22 22 22 22 22 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 316 
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ied 


Vanuit twee punten op een cirkel worden lijnstukken met lengten a en b getekend, die 


loodrecht staan op een middellijn. De voetpunten bevinden zich op afstanden p en q 
van het middelpunt M van de cirkel. Als a° +b° +p° +q* =18, dan is de omtrek van de 


cirkel gelijk aan 
(A) 47 (B) 67 (C) 9n (D) 127 (E) 167 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


zie pagina 317 


Er waren eens twee eerlijke Syriërs die hun spaargeld bij elkaar legden en een slijpsteen 
kochten. Omdat ze nogal ver van elkaar woonden, spraken ze af dat de oudste de steen 
zou houden tot hij op de helft afgesleten zou zijn en dat de jongere hem daarna zou 
krijgen. 


22 
De slijpsteen was precies 1 m in doorsnede met een gat van Ti dm voor de as. 


Hoe groot is de steen in doorsnede als hij aan de tweede man gegeven wordt? 


zie pagina 318 


2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels 


De kwadratuur van de cirkel is een wiskundig probleem. Het werd voor het eerst 
geformuleerd door meetkundigen in het oude Griekenland en heeft wiskundigen door 
de eeuwen heen beziggehouden. Ondertussen is bewezen dat we geen cirkel kunnen 
tekenen met passer en liniaal waarvan de oppervlakte gelijk is aan de oppervlakte van 
een gegeven vierkant. Voor de oplossing is de constructie van een lijnstuk met lengte 


NE nodig. 
Albrecht Dürer (1471-1528) was een Duits kunstschilder en tekenaar. Hij bedacht de 
volgende constructie: 


«teken in een vierkant een diagonaal en verdeel de diagonaal in tien gelijke delen; 
« teken met acht van deze delen als diameter een cirkel. 


Het vierkant en de cirkel hebben nagenoeg dezelfde oppervlakte. 


1_De zijde van het vierkant is 4 cm. Bereken de oppervlakte van het vierkant en de 
cirkel. 


2 Met welke waarde komt 7 overeen bij deze benadering? 
zie pagina 319 


Bepaal een vergelijking van de omgeschreven cirkel van de rechthoekige driehoek ABC 
met A(3, 1), B(-—3, 7) en C(-1,-3). 

zie pagina 320 
Bepaal een vergelijking van de cirkel die [AB] als middellijn heeft met A(2, 5) en B(4, 3). 


zie pagina 320 
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Wat is een regelmatige veelhoek? 


Een veelhoek met gelijke zijden en gelijke hoeken. 


Hoe groot is de som van de hoeken in een z-hoek? 
(n — 2) - 180° 


Hoe groot is elke hoek van een regelmatige n-hoek? 


(n-2)-180° 
n 


Hoe groot is de middelpuntshoek van een regelmatige n-hoek? 
360° 


n 


Schrijf de formule om de omtrek van een regelmatige n-hoek met zijde z, te berekenen. 


P‚en:7, 


Schrijf de formule om de oppervlakte van een regelmatige n-hoek met zijde z, en 
apothema a, te berekenen. 


Ar=n: Ze tn 


Schrijf de formules om de omtrek van een cirkel met straal ren diameter d te 
berekenen. 


p=?2nr p=nd 


Schrijf de formules om de oppervlakte van een cirkel met straal r en diameter d te 
berekenen. 


_nd' 
4 


A=nr A 


Schrijf een vergelijking van de cirkel c met middelpunt M(x,y,‚) en straal r. 


cx) + -y) =r? 


2.3 - Regelmatige veelhoeken en cirkels Eel 


zo) Schrijf een vergelijking van een cirkel c met de oorsprong als middelpunt en straal r. 


cox+yt=r' 


11) Onder welke voorwaarde stelt de vergelijking x° + y* + ax + by + c=0 een cirkel voor? 


a'+b°-4c>0 


Als de vergelijking x° +y* + ax + by +c=0 een cirkel voorstelt, wat zijn dan de 
coördinaten van het middelpunt en wat is de straal? 
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Trefwoorden 


AN | Trefwoordenregister 


abc-formule 75 

Algemene vergelijking van een cirkel 246 
Apothema 151 - 157 - 219 

Apothema van een regelmatige veelhoek 219 


Bergparabool 19 
Bikwadratische vergelijking 103 
Binnenomtrekshoek 212 
Buitenomtrekshoek 212 


Cirkel 150 

— algemene vergelijking 246 

— lijnsymmetrie in de cirkel 151 

— puntsymmetrie in de cirkel 151 

— vergelijking 242 

Cirkelboog 194 

Constructie 

— hoe tekenen we de ingeschreven cirkel van een driehoek? 184 

— hoe tekenen we de omgeschreven cirkel van een driehoek? 166 

— hoe tekenen we de raaklijnen aan een cirkel uit een punt buiten de cirkel? 178 


Dalparabool 19 

Diameter van een cirkel 151 

Discriminant 75 

Drieterm van de tweede graad ontbinden 98 


Eigenschap 

— van de hoekensom voor veelhoeken 220 

— van de middelpuntshoek van een regelmatige veelhoek 221 

— van een omtrekshoek en middelpuntshoek op eenzelfde boog 202 
— van een raaklijn aan een cirkel 172 

— van het apothema van een koorde 157 

— van omtrekshoeken op een middellijn 205 

— van omtrekshoeken op eenzelfde boog 205 

Eigenschappen van raaklijnen uit een punt buiten een cirkel 181 


Formule 

— apothema van een regelmatige n-hoek 227 

— hoek van een regelmatige veelhoek 220 

— hoekensom van een veelhoek 220 

— middelpuntshoek van een regelmatige veelhoek 221 
— omtrek vaneen cirkel 235 

— omtrek van een regelmatige n-hoek 229 

— oppervlakte van een cirkel 235 


6e 


— oppervlakte van een regelmatige n-hoek 229 
— zijde van een regelmatige n-hoek 227 
Functie 

— fw) =ax* 19 

- f@)=ax*+bx+e 9 

— f@)=alx-p}" 26 

- fW=alx-p)+q 30 


Inwendige raaklijnen 185 


Koorde 151 
Koordenvierhoek 209 
Kwadratische functie 9 
Kwadratische vergelijking 61 


Machinerekenen 

— nulwaarden berekenen 64 

snijpunten van grafieken bepalen 110 

— top van een parabool bepalen 41 

— tweedegraadsvergelijkingen oplossen 85 
— voorschrift van een parabool bepalen 51 
Maximum 127 

Middellijn van een cirkel 151 

Middelpunt van een cirkel 151 

Middelpunt van een regelmatige veelhoek 219 
Middelpuntshoek 194 

— berekenen 195 

— van een regelmatige veelhoek 221 
Minimum 127 


Nulwaarden 
— aantal 61 
— van een tweedegraadsfunctie 61 


Omgeschreven cirkel van een regelmatige veelhoek 219 
Omtrek van een cirkel 235 

Omtrek van een regelmatige veelhoek 229 
Omtrekshoek 201 

Oppervlakte van een cirkel 235 

Oppervlakte van een regelmatige veelhoek 229 


Parabool 9 

— bergparabool 19 

— dalparabool 19 

— functievoorschrift opstellen 48 
— horizontaal verschuiven 26 

— opening 20 

— steilheid 20 


259 


— vergelijking 9 

— verticaal verschuiven 30 

Problemen oplossen met tweedegraadsvergelijkingen 113 
Product gelijk aan nul 66 


R | Raaklijn 171 


Raaklijnen aan twee cirkels 185 
Raakomtrekshoek 212 
Raakpunt 171 

Regelmatige veelhoek 219 


Ss | Snijpunt van twee grafieken 107 
Som-productformules 91 
Stijgen en dalen van een tweedegraadsfunctie 127 
Straal van een cirkel 151 
Symmetrieas van een parabool 10 - 19 - 26 - 30 - 39 


Tekentabel van een tweedegraadsfunctie 136 
Top van een parabool 10 - 19 - 26 - 30 - 39 
Tweedegraadsfunctie 9 
— minimumen maximum 127 
— nulwaarden 61 
— stijgen en dalen 127 
— tekenonderzoek 136 
— tekentabel 136 

— verloopschema 127 
Tweedegraadsongelijkheid 140 
Tweedegraadsongelijkheid oplossen met een tekentabel 140 
Tweedegraadsvergelijking 61 
— onvolledige vergelijking oplossen 68 
— oplossen met de wortelformule 75 
— oplossen met product gelijk aan nul 66 
— oplossen met som-productformules 91 
— volledige vergelijking oplossen 74 


Uitwendige raaklijnen 185 


Re) 


Vergelijking van de parabool 9 

Vergelijking van een cirkel 242 

Verloopschema van een tweedegraadsfunctie 127 
Verschil van twee kwadraten 69 
Vierkantsvergelijking 61 

Volkomen kwadraat 76 


Wortelformule 75 
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Oplossingen otd | 


| | Uitdagingen van pagina 54 tot 57 


o Op een kermisattractie werpt Dokus met zes ringen naar vier flessen die respectievelijk 
op 2 m, 2,5 m, 3 m en 3,5 m afstand staan. Drie ringen vallen om de hals van een fles. 


De parabolische banen die de ringen beschrijven, kunnen we vastleggen met de 
volgende formules. Hierin is s de horizontale afstand van de ring en / de hoogte van 
de ring ten opzichte van de hals van een fles. De grootheden s en 4 zijn uitgedrukt in 


meter. 

ringl: h=—0,25s?+0,05s + 0,56 ring4: h=—0,30s° +0,69s +0,42 
ring2: Ah=—0,15s®+0,24s+0,63 ring5: A=—0,25s*+0,22s + 0,56 
ring3: h=—0,36s®+0,56s + 0,85 ring6: h=—0,15s®+0,34s +0,72 


Welke ring valt rond welke fles? 


terug naar pagina 54 


De tabel bevat enkele originelen en de bijbehorende functiewaarden van een 
tweedegraadsfunctie. 


Wat zijn de ontbrekende functiewaarden? 


ENE ee txd As 


fi 2 5 we 2 fe} 1 17 17 2 2 


Ĳ 


ee) Uicdagingen 


262 / 


terug naar pagina 54 


Bepaal het voorschrift van de parabool. 


terug naar pagina 54 


Een bloemenschaal heeft de vorm van een paraboloïde. Deze paraboloïde is ontstaan 
door het getekend deel van de parabool met vergelijking y= 0,7 x° te wentelen om de 
y-as. 


Jd 


Ira 


Oplossingen odt | 


1 Bepaal de diameter d en de hoogte A van de schaal. 


2 In de bloemenschaal worden de plantjes in cirkels gezet. De minimumafstand tussen 
de plantjes is 30 cm. De buitenste plantjes worden op 10 cm van de rand gezet. 
Hoeveel plantjes hebben we nodig voor deze schaal? 


terug naar pagina 55 


Bij dakconstructies rusten de steunbalken op hun smalste zijde. Een steunbalk buigt 


door onder zijn eigen gewicht. Het weerstandsmoment tegen doorbuigen is afhankelijk 
van de hoogte en de breedte van de balk en kan berekend worden met de formule: 


Tet SA 

bh? b : breedte in mm ed »s/ wsl 
W= h :hoogte in mm LLL 
W: weerstandsmoment in mm® 


a 
| 
p 


sd 


1 Vergelijk de weerstandsmomenten van een dwarsbalk van 60 X 170 mm, als hij 
respectievelijk op zijn smalste en op zijn breedste zijde ligt. 


vondst Uicdagingen 


2 Bepaal een formule om het weerstandsmoment te berekenen van balken die 100 mm 
breed zijn. 


3 Bereken de hoogte van een balk die 100 mm breed is en waarvan het 
weerstandsmoment 960 000 mm is. 


terug naar pagina 55 


1 
6 | Spiegel de grafiek van de functie f(x) = nn 3)? +2 om de x-as, om de y-as en om de 


oorsprong. Wat zijn de functievoorschriften van de gespiegelde parabolen? 


terug naar pagina 55 


Als je de parabool met vergelijking y=(x— 1)*+ 2 spiegelt t.o.v. de oorsprong, dan 
verkrijg je een nieuwe parabool met vergelijking 


(A) y=? +23 (B) y=? +243 (C) y=? 2-3 
(D) y=x? +21 (E) y=x*-2-3 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 55 
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Oplossingen otd | 


In Saint Louis staat aan de oever van de Mississippi het grootste herdenkingsmonument 
van Amerika, de Gateway Arch. Het monument symboliseert de poort naar het Westen. 
Vanaf deze plaats vertrokken de eerste expedities naar het Wilde Westen en aan deze 
pioniers is het monument opgedragen. 


Het kunstwerk is een boog die bijna de vorm heeft van een parabool en te beschrijven is 


2 
met de formule 4 = DE + 4s. Hierin stelt h de hoogte van een punt op de boog voor 


en s de horizontale afstand van dit punt tot een steunpunt van de boog. 
Beide afmetingen zijn uitgedrukt in feet. 


1 _Watis de breedte van het monument? 


2 Wat is de hoogte van het monument? 


3 Bepaal de breedte en de hoogte in meter 
als we weten dat 1 ft = 0,3048 m. 


terug naar pagina 56 
Het water dat via twee openingen in een stuwdam naar buiten spuit, beschrijft een 


parabolische baan met vergelijking: 


1 
=Xtp-d 
Vaan 


Hierin stelt p het waterpeil en d de diepte van elke opening onder het waterpeil voor. 


vondst Uicdagingen 


Hoe lager de opening in de dam, hoe breder de parabolische baan van de waterstraal. 
Verklaar. 


terug naar pagina 56 


® Vanaf het hoogste punt van een toren schiet Kurt met een katapult een steen verticaal 
omhoog. 


De formule ‚=—5t® + 20t + 60 duidt het verband aan tussen de hoogte / van de steen in 
meter en de tijd f in seconden. 


1 Vanaf welke hoogte wordt de steen weggeschoten? 


2 Wanneer bereikt de steen zijn maximale hoogte? 


3 Hoe hoog is de steen dan? 


EN 


Welke hoogte heeft de steen na 5 seconden? 


5 Welke afstand legt de steen af gedurende de eerste 6 seconden? 


terug naar pagina 57 


266, 


Oplossingen odt | 


0 De directie van het zeevaartmuseum start een experiment. Als de toegang van het 
museum gratis is, dan telt men gemiddeld 980 bezoekers per dag. Bij een symbolische 
toegangsprijs van 1 euro daalt het gemiddelde bezoekersaantal tot 720. Wanneer de 
normale toegangsprijs van 2,5 euro behouden blijft, komen er slechts 405 bezoekers. 


1 Stel dat er een kwadratisch verband bestaat tussen de toegangsprijs en het 
bezoekersaantal, bepaal dan met ICT de tweedegraadsfunctie waaraan deze 
gegevens voldoen. 


2 Tussen welke bedragen daalt de toegangsprijs? 


3 Hoeveel bedraagt de toegangsprijs als er gemiddeld 80 personen per dag het 
zeevaartmuseum bezoeken? 


terug naar pagina 57 


De som van twee getallen is 30. Welke getallen hebben het grootste product? Bepaal het 
product. 


terug naar pagina 57 
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ons| Uicdagingen 


Een rechthoek heeft een omtrek van 90 m. Wat zijn de afmetingen van de rechthoek 
met de grootste oppervlakte? Bepaal de oppervlakte. 


terug naar pagina 57 


Een parabool met symmetrieas s > x= 2 gaat door de punten P(O,—5) en Q(3, 1). 
Bepaal een voorschrift van de parabool. 


268 ) 


Oplossingen fit 


terug naar pagina 57 


Een parabool met top 7(x,, y‚) gaat door het punt P(x, y,). 


Toon aan dat y= 
me! 


NN 


5 (x- x) +y, een vergelijking van de parabool is. 


terug naar pagina 57 


270, 


vondst Uicdagingen 


| Uitdagingen van pagina 119 tot 123 


@ Het verschil tussen stenen die met de hand uit rotsen werden gehouwen en stenen in 
beton, is nog nauwelijks merkbaar. Het prijsverschil daarentegen is niet gering. Daarom 
koos Oscar uit een ruim assortiment betonvariaties één van de volgende steensoorten 
met een vierkant bovenvlak. 


8X8X8cm 

11 X 11 X 6cm 
16 X 16 X 7 cm 
22 X 22 X 8cm 


Oscar heeft berekend dat hij juist 1500 klinkers nodig heeft om zijn terras van 4,8 X 8 m 
te betegelen. 


1 Stel een vergelijking op waarmee we de onbekende zijde x van de klinkers kunnen 
berekenen. 


2 Welke steensoort heeft Oscar gekozen? 


terug naar pagina 119 
De lengte van een rechthoek is 10 cm. Als we de afmetingen van de rechthoek 


vermeerderen met zijn breedte b, dan vergroot de oppervlakte van de rechthoek met 
factor 5. 


Oplossingen 


1 Wat is de oppervlakte van de kleine rechthoek in functie van b? 
2 Wat is de oppervlakte van de grote rechthoek in functie van b? 


3 Wat is het verband tussen de twee oppervlakten? 


4 Wat is de oorspronkelijke breedte b van de rechthoek? 


terug naar pagina 119 


Het pijnstillend effect van het medicament Delta-Med kunnen we beschrijven met de 

1 200 

formulew=——_t" +. 
9 3 


Hierin stelt w de tijdelijke werking van een tablet voor uitgedrukt in percenten en t de 
tijd uitgedrukt in uren. 


1 Hoelang duurt de werking van een tablet Delta-Med? 


2 Wanneer is de werking maximaal? 


terug naar pagina 119 


vondst Uicdagingen 


272) 


Hoe kunnen we met behulp van een meetlat de inhoud van een fles met platte bodem 


bepalen? Dit probleem kunnen we oplossen door de hoogte van de vloeistofkolom in 
de fles te meten, de fles om te keren en de hoogte van de ruimte boven de vloeistof te 
meten. 


1 Het volume van de vloeistofkolom vermeerderd met het volume van de luchtkolom 


is gelijk aan het volume van de fles. Stel een formule op om het volume van de fles te 
berekenen in functie van /,, h, en d. 


} 


d 


2 Bepaal de diameter d van een literfles die gedeeltelijk gevuld is met spuitwater en 
waarvan de gemeten hoogten Jh, en h, respectievelijk 13 cm en 7 cm zijn. 


terug naar pagina 120 


Bepaal de oppervlakte van het vierkant met twee hoekpunten op de x-as en de 


1 
andere hoekpunten op de parabool met vergelijking y= Ei +3. 
% 


NI 
’n 


(A) 9 (B) 16 (©) 24 (D) 27 (E) 36 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Bereken voor elk glasraam x in functie van r. 


1 


Oplossingen | sionbie 


terug naar pagina 120 


terug naar pagina 120 
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vondst Uiedagingen 


274, 


Schrijf een programma waarmee we de discriminant D en de wortels x, en x, van een 
tweedegraadsvergelijking ax? + bx + c= 0 kunnen berekenen. 


Oplossingen fit 


terug naar pagina 121 


ont Uicdagingen 


| De vergelijking a°x° + ax + 2=0 heeft voor elk reëel getal a 
(A) 0 reële oplossingen. 
(B) 1 reële oplossing. 
(C) 2 reële oplossingen. 
{D) oneindig veel reële oplossingen. 


(E) een aantal reële oplossingen dat afhangt van a. 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


9 | Los op. 


1 2x-7 4x 49 


3x 470 
2 jee 
Eil 
ke Edd =5 


276, 


terug naar pagina 121 


Oplossingen atis | 


3-1 x-2 
El el 


terug naar pagina 121 


(10) In een open ruimte staan twee luidsprekers A en B opgesteld op 8 m van elkaar. De 
geluidsintensiteit van luidspreker A is 64 decibel. Bij luidspreker B wordt 36 decibel 
gemeten. Zonder rekening te houden met een mogelijke weerkaatsing van het geluid 
kunnen we de intensiteit of geluidssterkte beschrijven met de volgende formules en 
bijbehorende grafieken. 


S,: geluidssterkte in dB - luidspreker A 

S,: geluidssterkte in dB - luidspreker B 

1 x: plaats van de waarnemer op de x-as van 
Luidspreker B _S,=36 — ze 8)? het assenstelsel 


1 
Luidspreker A _S,=64— ne 


S (dB) 


ojA B 
2 8 x(m) 


1 Tot hoe ver is elke luidspreker afzonderlijk hoorbaar? 


| 


vondst Uicdagingen 


2 Werken de luidsprekers A en B samen, dan ontstaat een stereo-effect. 
Hoeveel decibel krijgen we te horen als we halverwege tussen A en B staan? 


3 Bereken op welke plaats we A en B horen met dezelfde geluidssterkte. 
Hoeveel decibel is deze geluidssterkte? 


terug naar pagina 121 
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0 In een orthonormaal assenstelsel begrenzen de parabolen met vergelijking 
y=? 4-5 en Vin am in) 


een gebied. Wat is de oppervlakte van de kleinste rechthoek, met zijden evenwijdig aan 
de coördinaatassen, die dat gebied omvat? 


(A) 18 (B) 27 (C) 54 (D) 72 (E) 81 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 122 


vondst Uiedagingen 


Los de tweedegraadsvergelijking in x op. 


1x? Ap? +q) xt pt +qt + pg =0 


2 pax’+(2pg-p-g)xtpg-p-q+1=0 


‘terug naar pagina 122 


280 / 


Oplossingen fit 


Bepaal de plaats van het punt P op de diagonaal van het bovenvlak van de balk zodat 


de groene driehoek rechthoekig is. 


terug naar pagina 122 


Welke parabool is de grafiek van een tweedegraadsfunctie f(x) = ax? + bx+c 
met a, ben c strikt positief? 
1 t4 y 
Xx X X 
(A) (B) (c) 
% Ld 
X X 
(D) (E) 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


| 


282, 


ont Uicdagingen 


De vierkantsvergelijking ax* + bx + c=0 heeft wortels x, en x,. 


z 1 


(A) z- (B) an (9) gen (D) en 
ac ac C C 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 122 


Zij ox? + Bx + 1=0 de vergelijking met wortels Zen 22, danis B gelijk aan 
Ae 


(E) A) 
c 


terug naar pagina 123 


Oplossingen odt | 


®G Bepaal de coördinaten van het snijpunt van de parabolen voor a = 1 en voor a=—2. 


1 p‚oy=(rta) 2 p‚y=(x+a)? 
p‚y=(x-a)? boy=x-a' 


terug naar pagina 123 


Voor het vervaardigen van een blikje frisdrank is 264 cm? materiaal nodig. Bereken de 
diameter van het blikje als de hoogte 11 cm is. 


terug naar pagina 123 


ont Uicdagingen 


284 


1e) Het licht van een vuurtoren is 20 km ver te zien. Bereken de hoogte van de vuurtoren 
als we rekening houden met de kromming van het aardoppervlak. We beschouwen de 
aarde als een bol met straal 6370 km. 


terug naar pagina 123 


De omtrek van een voetbalveld is 356 m. De grootste afstand tussen twee 
hoekschopvlaggen is 130 m. Bereken de afmetingen van het veld. 


terug naar pagina 123 


Een tennisveld is 24 m lang en 11 m breed. Rond het veld komt een afsluiting. De zone 
tussen de afsluiting en de kortste zijde van het veld is dubbel zo breed als de zone 
tussen de afsluiting en de langste zijde van het veld. Hoeveel meter omheining moet er 
besteld worden als de totale oppervlakte binnen de omheining 612 m? is? 


Oplossingen otd | 


terug naar pagina 123 


De overkapping van een sporthal is parabolisch. De hal is 36 m breed en 9 m hoog. 


Los op met ICT. 


1_Hoe hoog zijn de steunbalken die op 6 m van de zijkant staan? 


2 Hoe lang zijn de dwarsbalken die 8 m boven de grond de zijkanten verbinden? 


terug naar pagina 123 


ont | Uicdagingen 


Mini en Maxi moeten elk 1200 kg zand met een kruiwagen vervoeren. Per rit vervoert 
Maxi 20 kg meer dan Mini. Hierdoor moet hij 5 keer minder heen en weer rijden. 
Hoeveel zand vervoeren ze elk per keer? 


terug naar pagina 123 
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Oplossingen otd | 


| Uitdagingen van pagina 145 en 146 


2 


Op een vierkante binnenkoer met een zijde van 10 m worden twee soorten klinkers 
gelegd volgens het patroon in de figuur. Hoe groot moet de basis van de gelijkbenige 
driehoek ABC zijn zodat de oppervlakte van de driehoek maximaal is? 


A 


terug naar pagina 145 


Een houthakker stelt vast dat de groeisnelheid van zijn sparren afhankelijk is van 

de onderlinge afstand tussen de sparren. Hij plant minstens 9 sparren per are. Met 9 
sparren per are is de gemiddelde groeisnelheid 42 cm per jaar. Voor elke spar die meer 
wordt aangeplant, daalt de groeisnelheid met 2 cm. Bereken het ideaal aantal sparren 
per are zodat er een maximale opbrengst aan nieuw hout is per jaar. 


287 


aise Uitdagingen 


terug naar pagina 145 


Uit een zinken plaatje van 10 X 10 cm wordt een vierkant plaatje geponst zoals 
afgebeeld in de figuur. 


10 cm 
Û 

1oem | là ie 
x 


1 _De oppervlakte van het geponste plaatje is een functie van de maat x. 
Stel een formule op. 


2 Voor welke maat x is de oppervlakte van het geponste plaatje gelijk aan 10 cm?°? 
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Oplossingen | ;ionbie 


3 Voor welke maat x is de oppervlakte van het geponste plaatje groter dan 5 cm°? 


terug naar pagina 145 
Een paardenfokker wil een rechthoekige weide afbakenen. Hij beschikt slechts over 
100 m afspanning. Het weiland grenst aan de stallingen die in L-vorm zijn gebouwd en 
respectievelijk 10 m en 30 m gevelbreedte hebben. 


stallen 


LO m, 


1 Stel een formule op voor de oppervlakte van de weide. 
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2 Voor welke afstand x is de oppervlakte van de weide groter dan 1000 m?? 


3 Voor welke afstand x heeft de weide de grootste oppervlakte? 


terug naar pagina 146 
Gegeven zijn de grafieken van de tweedegraadsfuncties fen g. 
US Ei 
fa)=-—xtext5 gu)=x* 4 
2 2 
Bepaal alle getallen x die aan de voorwaarde voldoen. 


1 fa) =0 


2 fx)>0 
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3 f)S3 


4 f@)>7 


5 g)=0 


6 g)>0 


7 g@)<-3 


8 g)Ss4 


9 g)>-5 


10 fe) =g(x) 


u fwg) 


12 g) Sf) 


13 fl) >Oeng(x) <0 


14 f)>Oengl)>0 


Oplossingen fuit 


terug naar pagina 146 


| 
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| Uitdagingen van pagina 188 tot 191 


Met cirkels kunnen we leuke figuren maken. Probeer de volgende figuur met de passer 
na te tekenen. 


terug naar pagina 188 
In de figuur zijn Xen Y middelpunten van de geschetste cirkelbogen. 
Bereken de hoek a. 
Ki 
Xx 
(A) 44° (B) 46° (©) 57° (D) 60° (E) 68° 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 188 


Oplossingen 


Welke meetkundige figuur beschrijft het midden M van een wegschuivende ladder? 
Verklaar. 


terug naar pagina 188 


Twee gelijke koorden van een cirkel snijden elkaar in stukken met verschillende lengte. 
Toon aan dat de langste stukken van beide koorden even lang zijn. 
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terug naar pagina 188 


5 | Bouwvakkers die een boog moeten metselen boven een deur, laten eerst door de 
timmerlui een bekisting maken. Als een timmerman de straal van de cirkel wil kennen 
waaruit de boog moet gezaagd worden, meet hij de breedte x van de deuropening en de 
hoogte y van de boog. 


1 Stel een formule op om de straal r van de boog te berekenen. 


2 Bereken de straal r voor x=5 men y= 1,5 m. 


‘terug naar pagina 189 
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Het punt M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
hoeken A =68° en B=46°. Bereken de hoeken a, Ben 


A 


terug naar pagina 189 


Bereken de coördinaten van het middelpunt van de cirkel die door A(3, 2), B(7, 5) en 
C(3,5) gaat. 
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terug naar pagina 189 


Construeer drie gelijke cirkels in de cirkel (M, 5 cm) zodat elke cirkel de twee andere 
cirkels en de gegeven cirkel raakt. 


terug naar pagina 189 


De diameter van een buis kunnen we bepalen met een winkelhaak. Als we de afstand x 
in de figuur meten, dan kunnen we de diameter van de cirkel berekenen. Met welk getal 
moeten we x vermenigvuldigen om de diameter te kennen? 
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terug naar pagina 190 


® In een gelijkzijdige driehoek met R als straal van de omgeschreven cirkel en r als straal 
2 


van de ingeschreven cirkel, is en gelijk aan 
r 


(A) 2 (B) 3 (Cc) 4 (D) 6 (E) geen van de vorige 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 190 
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In een gelijkbenige driehoek ABC is de tophoek Â=48°. Als M het middelpunt is van de 
ingeschreven cirkel, dan is de hoek « gelijk aan 


A 


B C 
(A) 96° (B) 108° (C) 14° (D) 122° KEI 2E 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 190 


Een zeshoek met zijden 10 cm, 12 cm, 14 cm, 16 cm en 18 cm is omgeschreven aan een 
cirkel, Hoe lang is de zesde zijde? 


10 


16 
(A) 20cm (B) 19cm (C) 16cm (D) 15cm (E) 14cm 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Oplossingen 


terug naar pagina 191 


Een bankier en een damspeler leggen een geldstuk en een damschijf tegen elkaar. Hun 
gemeenschappelijke raaklijnen snijden elkaar op 48 mm afstand van de boord van het 
geldstuk. De diameter van het geldstuk is twee derde van de diameter van de damschijf. 
Bereken de diameter van de damschijf. 
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terug naar pagina 191 
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8 Uitdagingen van pagina 214 tot 216 


Het punt M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
A(-8, 0), B(-3, 3) en C(2, 0). Bereken de middelpuntshoek AMB op 0,01° nauwkeurig. 


terug naar pagina 214 
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Een zeiljacht vaart op gelijke afstand van twee vuurtorens die 15 km van elkaar liggen. 
De kapitein ziet de verbindingslijn tussen de vuurtorens onder een hoek van 70° 
Hoeveel kilometer en in welke richting moet de boot varen zodat deze gezichtshoek 
gehalveerd wordt? 


terug naar pagina 214 


Een voetballer ziet het doel onder een hoek van 25°. Waar ziet de voetballer het doel 
onder een hoek van 50°? Gebruik de letters van de figuur voor de formulering van het 
antwoord. 


terug naar pagina 214 
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Oplossingen Hoofdstuk 2 


g Een klas is 10 m lang en 6 m breed. Een projectiescherm hangt in het midden tegen de 
korte muur en is 2 m breed. Vincent zit voor het midden van het scherm op een afstand 
van 5 m. 


1 Maak een tekening van de klas op schaal 1/100. 


2 Onder welke hoek ziet Vincent het scherm? 


3 Duid op de tekening aan waar Elien voor het midden van het scherm kan zitten 
als ze het projectiescherm onder een hoek ziet die tweemaal zo groot is als de 
gezichtshoek van Vincent. 


terug naar pagina 214 
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B Bepaalde hoeken Â,Â,Â, BC, B, Ê, ÊFÊ, G, G,, M, en ML, 
C 
2 en 
D 
SJ 


A Eos E 
F 
terug naar pagina 215 


Verdeel met een passer een rechte hoek AMB in drie gelijke hoeken AÄIP, 0) en QÄIB. 
Bereken de hoeken BÂQ. BÁP en BÔA. 


terug naar pagina 215 
Gegeven is driehoek ABC en zijn omgeschreven cirkel. Bereken de hoeken Ben C. 
A 


terug naar pagina 215 


Oplossingen 


Een middellijn van een cirkel is tevens de basis van een gelijkbenige driehoek waarvan 
de opstaande zijden van de cirkel een boog van 100° afsnijden. 


jaN 


A 
Ze 


(A) 30° 40° (Cc) 45° (D) 50° (E) 60° 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


De tophoek van de ) elijkbenige driehoek is gelijk aan 


terug naar pagina 215 


We verdelen een cirkelomtrek i in tien gelijke bogen. Voor de ingeschreven vierhoek 
ABCD geldt: BC= 2: AB. CD= 3: AB, AD= 4 AB. 


1 Bereken de hoeken van de vierhoek. 


D 


2 Toon aan dat de vierhoek voldoet aan de eigenschap van een koordenvierhoek. 


terug naar pagina 216 
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® Bereken de hoeken «en B. 


terug naar pagina 216 


Oplossingen 


1} Voor de gegeven omtrekshoeken en buitenomtrekshoeken geldt a= B+ + ö. 
Toon aan. 


terug naar pagina 216 
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(5 | Uitdagingen van pagina 250 tot 255 


Elke hoek « van een regelmatige veelhoek meet 90° meer dan de corresponderende 
buitenhoek B. Het aantal zijden van de regelmatige veelhoek is dan gelijk aan 


(A) 4 (B) 6 (C) 8 (D) 10 (E) 12 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Als we het aantal zijden van een regelmatige veelhoek verdubbelen, dan wordt elke 
hoek 15° groter. Hoeveel zijden heeft de oorspronkelijke regelmatige n-hoek? 


terug naar pagina 250 


terug naar pagina 250 


Oplossingen 


In de figuur werden zeven rakende cirkels getekend en een zeshoek waarvan de 
hoekpunten de middelpunten van zes cirkels zijn. Als de oppervlakte van elke cirkel 
gelijk is aan 1, wat is dan de oppervlakte van het gekleurde gebied? 


(A) 2 (B) 2,5 (E13 (D) 35 (B) 4 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 250 


We vormen een ring door regelmatige vijfhoeken tegen elkaar te plaatsen, zodat ze een 
zijde gemeenschappelijk hebben. Hoeveel vijfhoeken zijn er nodig om een volledige 
ring te maken? 


(A) 9 (B) 10 (©) u (D) 12 (E) 15 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 250 
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Karel de Grote liet in Aken de Paltskapel bouwen met een achthoekige kern en een 
zestienhoekige omgang. 


Bereken de oppervlakte van de omgang in de kapel 


1_als een verschil van de oppervlakte van een regelmatige 16-hoek en een regelmatige 
8-hoek. 
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Oplossingen 


2 als een som van de oppervlakte van rechthoeken en gelijkbenige driehoeken. 


terug naar pagina 251 


Een rombische icosidodecaëder is een 62-vlak dat uit regelmatige vijfhoeken, 
vierkanten en gelijkzijdige driehoeken bestaat. 


© ier 


Bereken de manteloppervlakte van dit veelvlak met een ribbe van 10 cm. 
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terug naar pagina 252 


Twee regelmatige achthoeken met zijden z, en z, hebben hetzelfde middelpunt en hun 


zijden zijn twee aan twee evenwijdig. De oppervlakte van de grootste achthoek met 
zijde z, is tweemaal de oppervlakte van de kleinste achthoek met zijde z,. Bepaal de 
kortste afstand tussen de zijden. 


el Zi Zi Zl 
(A) En (B) 5 (C) 5 (D) 5 (B) z, 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Oplossingen el 


terug naar pagina 252 


Een voetbal is een 32-vlak dat uit 12 regelmatige vijfhoeken en 20 regelmatige 


zeshoeken bestaat. 
e 
Kadt 


1 Bepaal de verhouding van de apothema's a, en a, zodat de oppervlakte van een 
regelmatige vijfhoek twee derde is van de oppervlakte van een regelmatige zeshoek. 


2 Bereken de apothema's a, en a, als de zijde van elke regelmatige veelhoek 4,6 cm 
meet en de oppervlakte van de voetbal gelijk is aan 1545,6 cm’. 
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3 Met de volgende rekenregel kunnen we het aantal ribben van een veelvlak 
berekenen: 


aantal ribben = aantal vlakken + aantal hoeken — 2 


Hoeveel stiknaden heeft een voetbal? 


terug naar pagina 252 


De omtrek van een regelmatige zeshoek is 3 cm korter dan de omtrek van zijn 
omgeschreven cirkel. Bereken de straal van de cirkel. 


terug naar pagina 253 


10) Met behulp van een strook papier kunnen we een regelmatige vijfhoek plooien. 


We knippen een strook papier van 25 cm lang en 3 cm breed. 

« We leggen voorzichtig een knoop in deze strook. 

« We trekken de uiteinden van de strook aan en strijken de plooien glad met de hand. 
« We knippen de uitstekende delen van de gladgestreken knoop weg. 

*_Ontvouw de knoop. Duid de vouwlijnen, de samenvallende lijnstukken en de hoeken 


aan. 


Toon aan dat elke hoek van de vijfhoek 108° meet zodat de vijfhoek een regelmatige 
vijfhoek is. 


Oplossingen Kal 


terug naar pagina 253 
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De drie kleine cirkels hebben een oppervlakte van 8 cm°, 10 cm° en 12 cm°. Bereken de 
oppervlakte van de grote cirkel tot op 0,01 cm° nauwkeurig. 


terug naar pagina 253 


Een regelmatige 22-hoek met zijde 1 heeft een in- en omgeschreven cirkel. Wat is het 


verschil tussen de oppervlakte van de omgeschreven cirkel en de oppervlakte van de 
ingeschreven cirkel? 


1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 
Er OP OP OO Pr O Er 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Oplossingen 


terug naar pagina 253 


Vanuit twee punten op een cirkel worden lijnstukken met lengten a en b getekend, die 
loodrecht staan op een middellijn. De voetpunten bevinden zich op afstanden p en q 
van het middelpunt M van de cirkel. Als a* +b* +p*+q°* = 18, dan is de omtrek van de 
cirkel gelijk aan 


(A) 4 (B) 67 (Cc) In (D) 127 (E) 167 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 254 
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Er waren eens twee eerlijke Syriërs die hun spaargeld bij elkaar legden en een slijpsteen 
kochten. Omdat ze nogal ver van elkaar woonden, spraken ze af dat de oudste de steen 
zou houden tot hij op de helft afgesleten zou zijn en dat de jongere hem daarna zou 
krijgen. 


22 
De slijpsteen was precies 1 m in doorsnede met een gat van 7 dm voor de as. 


Hoe groot is de steen in doorsnede als hij aan de tweede man gegeven wordt? 


terug naar pagina 254 
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De kwadratuur van de cirkel is een wiskundig probleem. Het werd voor het eerst 
geformuleerd door meetkundigen in het oude Griekenland en heeft wiskundigen door 
de eeuwen heen beziggehouden. Ondertussen is bewezen dat we geen cirkel kunnen 
tekenen met passer en liniaal waarvan de oppervlakte gelijk is aan de oppervlakte van 
een gegeven vierkant. Voor de oplossing is de constructie van een lijnstuk met lengte 


NE nodig. 
Albrecht Dürer (1471-1528) was een Duits kunstschilder en tekenaar. Hij bedacht de 
volgende constructie: 


«teken in een vierkant een diagonaal en verdeel de diagonaal in tien gelijke delen; 
«teken met acht van deze delen als diameter een cirkel. 


Het vierkant en de cirkel hebben nagenoeg dezelfde oppervlakte. 


1_De zijde van het vierkant is 4 cm. Bereken de oppervlakte van het vierkant en de 
cirkel. 


2 Met welke waarde komt 7 overeen bij deze benadering? 


terug naar pagina 255 


319 


320 


Uitdagingen 


16 


Bepaal een vergelijking van de omgeschreven cirkel van de rechthoekige driehoek ABC 
met A(3, 1), B(-3, 7) en C(—1,-3). 


terug naar pagina 255 


Bepaal een vergelijking van de cirkel die [AB] als middellijn heeft met A(2, 5) en B(4, 3). 


terug naar pagina 255 


